% Centralna Komisja Egzaminacyjna

EGZAMIN MATURALNY 2012

MATEMATYKA

POZIOM PODSTAWOWY

Kryteria oceniania odpowiedzi

MAJ 2012



Egzamin maturalny z matematyki

Kryteria oceniania odpowiedzi — poziom podstawowy

Zadanie 1. (0-1)

Poprawna
odpowiedz
Obszar standardow Opis wymagan (1 p.)
Wersja | Wersja
arkusza | arkusza
A B
Modelowanie matematyczne | Wykonanie obliczen procentowych
A D
(II1.1.d)
Zadanie 2. (0-1)
Wykorzystanie Zastosowanie praw dziatan na potggach
1 interpretowanie reprezentacji | o wyktadnikach wymiernych, obliczenie B C
potegi o wyktadniku wymiernym (I1.1.g)
Zadanie 3. (0-1)
Wykorzystanie Wykonanie obliczen na liczbach
skroconego mnozenia (II.1.a; 1.g; 2.a)
Zadanie 4. (0-1)
Wykorzystanie Obliczenie wartosci logarytmu (I1.1.h) B C
1 interpretowanie reprezentacji
Zadanie 5. (0-1)
Wykorzystanie Wykorzystanie pojgcia warto$ci
1 interpretowanie reprezentacji | bezwzglednej do rozwigzania rOwnania B A
typu |x— a| =b (IL.1.9)
Zadanie 6. (0-1)
Wykorzystanie Obliczenie sumy rozwiazan rOwnania
. . . C B
1 interpretowanie reprezentacji | kwadratowego (I1.3.a)
Zadanie 7. (0-1)
Wykorzystanie Odczytanie z postaci iloczynowej funkcji
.. . . S . A B
1 interpretowanie informacji kwadratowej jej miejsc zerowych (1.4.))
Zadanie 8. (0-1)
Wykorzystanie Wykorzystanie interpretacji
1 interpretowanie reprezentacji | wspotczynnikéw we wzorze funkcji A D

liniowej (1.4.g)
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Zadanie 9. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Odczytanie z wykresu funkcji jej miejsc
zerowych (1.4.b)

Zadanie 10. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Planowanie i wykonanie obliczen na
liczbach rzeczywistych (I.1.a; 6.a)

Zadanie 11. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie definicji do wyznaczenia
wartos$ci funkcji trygonometrycznych
danego kata ostrego (11.6.a)

Zadanie 12. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Znalezienie zwiazkow miarowych
w figurach ptaskich. Zastosowanie
twierdzenia Pitagorasa (I1.7.c)

Zadanie 13. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Znalezienie zwiazkow miarowych
w figurach plaskich. Zastosowanie
twierdzenia Pitagorasa (I1.7.c)

Zadanie 14. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Postuzenie si¢ wtasnosciami figur
podobnych do obliczania dtugosci
odcinkow (1.7.b)

Zadanie 15. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie zwiazku migdzy
promieniem kota opisanego na kwadracie
1 dlugoscia jego boku (I1.7.¢)

Zadanie 16. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Wykorzystanie zwiazkéw migdzy katem
wpisanym i srodkowym do obliczenia
miary kata (I.7.a)
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Zadanie 17. (0-1)

Modelowanie matematyczne

Obliczenie wyrazow ciagu
arytmetycznego (I11.5.a)

Zadanie 18. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Obliczenie wyrazu ciagu okreslonego
wzorem og6lnym (1.5.a)

Zadanie 19. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Obliczenie objetosci szescianu
z wykorzystaniem zwiazkéw miarowych
w szescianie (I11.9.b)

Zadanie 20. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wyznaczenie wysokos$ci stozka

z wykorzystaniem funkcji
trygonometrycznych lub wiasnosci
kwadratu (I1.9.b)

Zadanie 21. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie informacji

Wskazanie rownania prostej rownoleglej
do danej (1.8.¢)

Zadanie 22. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Wykorzystanie pojgcia uktadu
wspotrzednych na ptaszczyznie (11.8.a)

Zadanie 23. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Zbadanie czy dany punkt spetnia
rownanie okregu (I1.8.g)

Zadanie 24. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Zliczenie obiektéw w prostych sytuacjach
kombinatorycznych, stosowanie zasady
mnozenia (I1.10.b)

Zadanie 25. (0-1)

Wykorzystanie
1 interpretowanie reprezentacji

Obliczenie $redniej arytmetycznej
1 interpretowanie tego parametru
w kontekscie praktycznym (I1.10.a)
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Zadanie 26. (0-2)

Wykorzystanie Rozwiazanie nierdwnos$ci kwadratowej (I1.3.a)
1 interpretowanie reprezentacji

Z.dAJACY OLTZYINUJE cevevrernrecrsarecsssnecsssnesssssessssnosssssssssssossssssssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssss 1 pkt
gdy:
e prawidtowo obliczy pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =-5,x, =-3 1na tym

poprzestanie lub dalej popeini biedy
albo

e roztozy trojmian kwadratowy x° +8x+15 na czynniki liniowe i zapisze nieréwno$é
(x+3)(x+5)>0 ina tym poprzestanie lub dalej popetni bledy
albo

e popelni btad rachunkowy przy obliczaniu pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
1 konsekwentnie do popelionego btedu rozwiaze nieréwnos¢,

np.x, =3,x, =5,x €(—0,3)U(5,x)
albo

e doprowadzi nierd6wno$¢ do postaci |x + 4| >1 (na przyktad z postaci (x + 4)2 -1>0

otrzymuje (x + 4)2 >1, a nastgpnie |x + 4| >1) i na tym poprzestanie lub dalej popeini
bledy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceueeeereeecsraeecssanecssanesssanesssnnessssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssases 2 pkt
gdy poda zbidr rozwigzan nieréwnosci w postaci:
o (-5-5)u(-3)

albo

o x<-51ub x>-3
albo

e x<-5x>-3
albo

e W postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi koncami przedziatow.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki
1. JesSli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =—5,x, =—3 1 zapisze,

np. x € (—0,-5)U(3,0) popelniajac tym samym blad przy przepisywaniu jednego
z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbidr rozwigzan
nierownosci w postaci (—o0,—3)U(=5,), to przyznajemy 2 punkty.
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Zadania 27. (0-2)

Rozumowanie i argumentacja | UZasadnienie prawdziwosci nierownosci algebraicznej
(V.2.b)

I spos6b rozwiazania
Aby wykaza¢ prawdziwo$¢ podanej nierdwnosci, przeksztatcimy ja najpierw do prostszej
postaci rownowaznej. Rozpoczynamy od podanej nierownosci:

a+b+c Jat b

3 2
Mnozymy obie strony tej nierdéwnosci przez 6:
2(a+b+c) > 3(a+b)
Redukujemy wyrazy podobne:
2c>a+b

Uzyskana nier6wno$¢ jest rownowazna nierownosci wyjsciowej, zatem wystarczy wykazaé
jej prawdziwos$¢. Z zatozenia wiemy, ze ¢ > a oraz ¢ >b- Wobec tego

2c=c+c>a+b
Co nalezato wykazac.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Zdajacy otrzymuje 1 pkt
jesli przeksztalci podana nierowno$¢ do postaci 2c¢>a+b lub (c—a)+(c-b)>0,

lub _CZ_TIH_ZC >0 1na tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

Zdajacy otrzymuje 2 pkt
jesli przedstawi kompletny dowdd podanej nieréwnosci.

I1 sposdb rozwiazania

Zdajacy prowadzi ciag nierdwnos$ci, wychodzac od jednej ze stron podanej nierdwnosci i na
koncu dochodzac do drugie;.

Zalozenie: 0<a<b<c

a+b+c 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1, a+b

=—a+—b+—c>—a+—b+lb=—a+—b=—a+—b+lb>—a+—a+—b=—a+—b—
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 6 2 3 6 2 2 2 2

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

Z.daJACY OLTZYIMUJE ccceueeeerseeecssnecssnecsssnecsssnecssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
jesli co najmniej jedna z nierdéwnosci wystepujaca w zapisanym ciagu nierownosci wynika

w sposob poprawny z podanych zatozen, ale zdajacy nie podaje kompletnego dowodu
wyjs$ciowe]j nieroOwnosci.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ceceureeerseecssnecssanecssanecsssnecssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
jesli poda kompletny dowdd podanej nieréwnosci.
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Zadanie 28. (0-2)

Wykorzystanie Rozwiazanie réwnania wielomianowego metoda rozktadu
1 interpretowanie na czynniki (II.3.d)
reprezentacji

Uwaga

Gdy zdajacy poda poprawna odpowiedz (trzeci pierwiastek wielomianu: x=-3) nie
wykonujac zadnych obliczen, to otrzymuje 1 punkt.

I sposob rozwigzania
Przedstawiamy wielomian W (x) w postaci W (x) = (x + 4) (x — 3) (x — a) , gdzie a oznacza

trzeci pierwiastek wielomianu.
Stad W(x)=x"+x> —ax’ —12x—ax+12a = x’ +(l—a)x2 +(—12—a)x+12a ,

Poréwnujac wspotczynniki wielomianu W (x) otrzymujemy

l-a=4

-12-a=-9

12a =-36
Stad a=-3.

Trzecim pierwiastkiem wielomianu W (x) jest liczba x =-3.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
ZdAaJACY OLTZYIMUJE cueeeereeiseecseecsnnssaecssncsssnessessssnessassssssssassssesssassssssssssssssssssssssssssassssssssasss 1 pkt

gdy przedstawi wielomian W (x) w postaci W (x)=(x+4)(x—3)(x—a) inatym

poprzestanie lub dalej popelni btedy.
ZdAJACY OLTZYINUJE ceuueeeeesrueeissaeecssanecssseessseessssessssseessssnsssssesssssessssssssssssssssssssssasssssnssssssssssns 2 pkt
gdy bezblednie obliczy trzeci pierwiastek wielomianu: x =-3.

II sposéb rozwigzania
Przedstawiamy wielomian W (x) w postaci iloczynu:

W(x)=x"+4x>-9x-36=x" (x+4)—9(x+4):(x+4)(x—3)(x+3).

Pierwiastkami wielomianu W (x) sa zatem

x,=—4, x,=3 oraz x; =-3.

Odpowiedz: Trzecim pierwiastkiem wielomianu jest liczbax =-3.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceuueeeeesrureissaeecssanecssseessseesssessssseessssesssssessssssssssssssssssssssasssssasssssassssssssssns 1 pkt
gdy przedstawi wielomian w postaci iloczynu, np.:

W(x):(x2—9)(x+4) lub W(x)z(x+4)(x—3)(x+3) lub W(x):(x2+x—12)(x+3)

lub W (x) = (x2 +7x+ 12) (x - 3) 1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.

Z.dAJACY OLTZYINUJE ccuverrerrurecssarecsssnessssnesssnesssssesssssessssssssssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssnss 2 pkt
gdy bezblednie obliczy trzeci pierwiastek wielomianu: x =-3.
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111 sposob rozwiazania

Liczba —4 jest pierwiastkiem wielomianu
W (x), wigc wielomian W (x) jest podzielny
przez dwumian (x+4).
Dzielimy wielomian # (x) przez dwumian
(x+4)
X -9

(3 +4x” —9x—36) : (x+4)

—x —4x’
—9x-36
9x+36

Wielomian W(x) zapisujemy W postaci
W(x):(x+4)(x2—9),
stad W(x):(x+4)(x—3)(x+3).

Liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu
w(x), wigc wielomian #(x) jest podzielny
przez dwumian (x—3).
Dzielimy wielomian W(x) przez dwumian
(x-3)
X +7x +12
(" +4x" —9x-36) : (x-3)

—x’ +3x°
7x* —9x
—7x* +21x
12x —36
—12x+36

Wielomian W(x) zapisujemy W postaci
W(x) = (x2 + 7x+12)(x—3) .

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu

X +7x+12: x=—41 x=-3.

Liczby 3 i —4 sa pierwiastkami wielomianu
W(x) , wigc wielomian W(x) jest podzielny
przez (x—3)(x+4) = (x2 +x—12).
Dzielimy wielomian W(x) przez
(x> +x-12)
x +3
(x* +4x* ~9x-36) : (¥*+x-12)

X =x*+12x
3x*+3x =36
—3x*-3x+36

Zatem
W (x)=(x +x-12)(x+3) =(x-3) (x-+4) (x+3).

Zatem pierwiastkami wielomianu sa: x, =—4, x, =3 oraz x; =-3.

Odpowiedz: Trzecim pierwiastkiem wielomianu jest liczbax =—-3.
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Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania
Z.dAJACY OLTZYINUJE ceuueeeeesnrecsrneecssanesssseesssseesssessssseessssssssssessssssssssssssssssssssssssssasssssassssssssssss 1 pkt
gdy:

e wykona dzielenie wielomianu przez dwumian (x+4) , otrzyma iloraz (x2 —9) ina

tym poprzestanie lub dalej popeinia biedy
albo

e wykona dzielenie wielomianu przez dwumian (x—3), otrzyma iloraz (xz +7x+12)
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy
albo
e wykona dzielenie wielomianu przez (x2 +x—12), otrzyma iloraz (x+3) i na tym
poprzestanie lub dalej popetnia biedy
albo
e wykona dzielenie wielomianu przez (x+4) lub (x-3), lub przez (xz +x—12)
popetniajac btad rachunkowy ikonsekwentnie do popetlionego bledu wyznacza
pierwiastki otrzymanego ilorazu.

ZdAaJACY OLTZYIMUJE cueeerreeiseesseecsnnssaecssncssseessnssssesssassssssssassssssssasssssssssssssssssassssssssasssassssssss 2 pkt
gdy bezblednie obliczy trzeci pierwiastek wielomianu: x =-3.

Uwaga
Dzielac wielomian W(x) przez dwumian (x— p) zdajacy moze postuzy¢ si¢ schematem
Hornera, np. przy dzieleniu przez (x + 4) otrzymuje
| 1| 4 [-9]-36
4] 1[0 f-9]0

IV sposdb rozwigzania
Korzystamy z jednego ze wzoréow Victe’a dla wielomianu stopnia trzeciego
1 otrzymujemy

(—4)-3-x, =—_T36, stad x, =3

lub
4

(—4)+3+x, =7 stad x; =-3,

lub
-9

(=4)-3+(=4)-x, +3-x, =
Proste sprawdzenie pokazuje, ze rzeczywiscie W(— 3) =0
Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania
Zdajacy otrzymuje 1 pkt
gdy poprawnie zastosuje jeden ze wzordéw Victe’a dla wielomianu stopnia trzeciego i na
tym poprzestanie lub dalej popeinia biedy.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceuueeeeesrneeissaeecssanecssseessseessssessssseessssesssssessssssssssssssssssssssssssssasssssassssssssssns 2 pkt
gdy poprawnie obliczy trzeci pierwiastek: x = -3.
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Zadania 29. (0-2)

Uzycie i1 tworzenie strategii Wykorzystanie wlasno$ci symetralnej odcinka do
wyznaczenia jej réwnania (IV.8.b, 8.c, 8.¢)

I sposob rozwiazania

Obliczamy wspoiczynnik kierunkowy prostej AB: Zatem wspoOlczynnik

kierunkowy prostej prostopadlej do prostej AB jest rowny (—%j Symetralna odcinka 4B

ma rownanie y:—%x+b. Punkt S:(—22+2’2-;10

j:(0,6) jest $rodkiem odcinka AB.

Symetralna tego odcinka przechodzi przez punkt S, wigc 6= —%~O+b. Stad b=6, a wigc
symetralna odcinka 4B ma rownanie y = —%x +6.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMUJE .cccceeeersrrcssrnrcsssrecsssrecsssnesssssessssesssssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
e gdy poprawnie wyznaczy lub poda wspohzedne srodka odcinka AB: S = (0,6) oraz
wspdtezynnik kierunkowy prostej AB: a =2 i na tym poprzestanie lub dalej popeini
btedy

albo
e gdy popetni bledy rachunkowe przy wyznaczaniu wspotrzednych $rodka odcinka
albo wspodiczynnika kierunkowego prostej AB 1 konsekwentnie wyznaczy
roOwnanie symetralnej
albo

e gdy obliczy wspodtczynnik kierunkowy prostej AB: a=2 oraz wspotczynnik
kierunkowy prostej do niej prostopadlej g :—% 1 na tym zakonczy lub dalej

popeini bledy.
Z.daJACY OLTZYIMUJE ceccureeerseecssrnecssanecssseecsssnecssssesssssesssssesssssessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy wyznaczy roéwnanie symetralnej odcinka 4B: y = —%x +6 lub x+2y—-12=0.

II sposéb rozwiazania
Obliczamy wspotrzedne $rodka odcinka AB: S = (0,6). Obliczamy wspotrzedne wektora

AB = [4,8]. Poniewaz symetralna odcinka 4B jest prostopadta do wektora AB i przechodzi
przez punkt S, wigc jej rownanie ma posta¢ 4(x—0)+8(y—6)=0, czyli x+2y—-12=0.

Schemat oceniania I1 sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ccceueeeerseeecssnecssnecsssnecsssnecssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt

gdy wyznaczy wspohzedne wektora AB: AB = [4,8] oraz $rodek odcinka AB: S = (0,6) 1 na tym
poprzestanie lub dalej popeini btedy.
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Zdajacy otrzymuje 2 pkt
gdy poprawnie wyznaczy rownanie symetralnej odcinka AB: x+2y—12=0 lub

1
=——x+6.
YT

I11 sposéb rozwiazania
Z rysunku w uktadzie wspotrzednych

Ty y=2x+6

oy

L 4o

4 M3 o2 -

odczytujemy wspolrzedne punktu S = (0,6), wspoélczynnik kierunkowy symetralnej odcinka

| . . 1
AB: a= 3 1 zapisujemy réwnanie symetralnej odcinka AB : y = —Ex +6.

Schemat oceniania I1I sposobu rozwigzania

ZdAaJACY OLTZYIMUJE cccueeeveeisreessreesnnssancssecssseessnssssesssassssssssassssssssasssssssssssssssssassssssssassssssssasss 1 pkt
gdy odczyta, z doktadnie sporzadzonego rysunku w ukladzie wspoirzednych, wspodhzedne
srodka odcinka 4B 1 wspdlczynnik kierunkowy symetralnej prostej 4B 1 na tym poprzestanie
lub dalej popetni bigdy.

ZdaJACY OLTZYIMUJE .uueeeeeeisueecseecsenssaecssncssseessnssssnessasssssssssssssssssassssssssssssssssssssssssssssssassssasss 2 pkt

gdy zapisze robwnanie symetralnej odcinka AB: x+2y—12=0 lub y = —%x +6.

IV sposob rozwigzania
Korzystamy z tego, ze symetralna odcinka jest zbiorem wszystkich punktow réwno

oddalonych od jego koficow. Jesli punkt P =(x,y) lezy na symetralnej, to |4P|=|BP|.
Zatem \/(x+2)2 +(y-2f =\/(x—2)2 +(y=10F , czyli (x+2) +(y—2) =(x—2) +(y—10).
Po uporzadkowaniu rownania i redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy x+2y—-12=0.

Schemat oceniania IV sposobu rozwiazania
ZdAaJACY OLTZYIMUJE cccueeeveeisreessreesnnssancssecssseessnssssesssassssssssassssssssasssssssssssssssssassssssssassssssssasss 1 pkt

gdy zapisze rOwnanie \/ (x + 2)2 + (y - 2)2 = \/ (x - 2)2 + ( y- 10)2 1 na tym poprzestanie lub
dalej popeini btedy.
Zdajacy otrzymuje 2 pkt

gdy wyznaczy réwnanie symetralnej odcinka AB: x+2y—12=0 lub y = —%x +6.
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Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki
Jesli zdajacy przepisze z bigdem wspotrzedne punktéw 1 wyznaczy konsekwentnie roGwnanie
symetralnej odcinka 4B, to za takie rozwiazanie przyznajemy 2 punkty.

Zadanie 30. (0-2)

Rozumowanie i argumentacja | Przeprowadzenie dowodu geometrycznego (V.7.c)

I sposob rozwiazania
Niech [«BAC|=2a,

<APB|=6.
C

<ABC|=2p8,

<ACB|=7y,

Jii
A B

Suma miar katéw wewnetrznych w trojkacie rowna jest 180°, wige w trojkacie ABC
mamy 2a+26+y=180".

Poniewaz y > 0°, wigc 2a+ 2 <180°, stad a + £ <90°.

W trojkacie ABP mamy o + f+0 =180".

Stad 1 z otrzymanej nieréwnosci @ + £ < 90" wynika, ze 6 >90°.

Oznacza to, ze kat APB jest katem rozwartym.
Co nalezalo uzasadni¢.

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Z.daJACY OLTZYIMNUJE .cccvuererrrrcssarrcssaricssssscssssssssssessssesssssssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie i1 uzasadni, ze kat APB jest katem rozwartym.

11 sposob rozwiazania
<ABC|=2p,

Niech |[«BAC|=2a,

<APB|=5.

<ACB|=y,
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Poniewaz & + ¢ =180 oraz suma miar katow wewngtrznych w trojkacie ABP jest rowna

180°, wigc otrzymujemy
@ =180° —5:a+ﬂ:%(205+2ﬁ)<%(2a+2ﬂ+;/):%-180° =90°.

Poniewaz ¢ <90°, wigc ¢ jest katem ostrym, zatem ¢ jest katem rozwartym.
Oznacza to, ze kat APB jest katem rozwartym. Co nalezato uzasadnic.

Schemat oceniania Il sposobu rozwigzania
Zdajacy otrzymuje 2 pkt
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie i uzasadni, ze kat APB jest rozwarty.

Zadanie 31. (0-2)

Modelowanie matematyczne | Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia
z zastosowaniem klasycznej definicji prawdopodobienstwa
(II1.10.b;10.d)

I sposob rozwiazania (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)
Zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie pary uporzadkowane (x, y) dwoch liczb ze zbioru

{1,2,3,4,5,6,7}.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =7-7=49.

Iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6, gdy:

e jedna z tych liczb jest réwna 6 (woéwczas druga jest dowolna)
albo

e jedna z liczb jest 3, a druga jest 2 lub 4.

Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest wigc rOwna
|4]=(2-7-1)+2-2=17.
Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne: P(A)= i—; .

I1 sposéb rozwiazania (metoda tabeli)

12|34 [5|6]|7
1 ©
2 © ©
3 © © ©
4 © © Symbole w tabeli oznaczaja odpowiednio:
5 © © - zdarzenie elementarne sprzyjajace zdarzeniu A
6 ©©©|0|0|0| e |Q|=7-7=49 i |4|=17, zatem P(A)z%.
7 ©
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Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ceceueeeerseecssnecssanecsssnecsssnesssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1 pkt
gdy
e obliczy liczbg wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =7>=49
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A : |A| =17.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cceeuveeersurrcssnecsssrecsssrecsssnesssssessssesssssesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = i—;

Uwaga
Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(A) > 1, to otrzymuje za cale rozwiazanie

0 punktow.

I11I sposéb rozwiazania (metoda drzewa)
Drzewo z istotnymi gateziami:

ESEEN]

Dowolna z siedmiu 3,6 2,4,6 6

Prawdopodobienstwo zdarzenia A4 (iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6)

. . , 17 22 13 31 17
jest wigc rowne: P(A)=——+=-Z4+— 4= —=—/
77 77 77 77 49
Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania
ZdaJACY OLTZYIMUJE .cccuveerveeiseeisenisnnssaecsessssesssnssssscssassssssssessssssssassssssssassssssssassssssssasssassssass 1 pkt

gdy:

e narysuje pelne drzewo 1 przynajmniej na jednej gatgzi opisze prawdopodobienstwo
albo

e narysuje drzewo tylko z istotnymi gal¢ziami.
Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccceuererrurrcssrricssarecsssnscssssssssssessssesssssssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2 pkt
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = 9
Uwaga
Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(A) > 1, to otrzymuje za cale rozwiazanie

0 punktow.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudno$ci w uczeniu si¢ matematyki
Jezeli zdajacy poprawnie obliczy prawdopodobienstwo 1 blednie skroci utamek,

np. P(4) = i—; = % , to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 32. (0—4)

Modelowanie matematyczne | Zastosowanie wlasnosci ciagu arytmetycznego
1 geometrycznego (I11.5.c)

I spos6b rozwiazania
Ciag (9, x,19) jest arytmetyczny, wigc wyraz Srodkowy jest Srednia arytmetyczna wyrazow
9+19

sgsiednich: x = 14.

. . . . . . 42
Wiemy, ze ciag (14, 42,v,z ) jest geometryczny, zatem jego iloraz jest réwny g = 1 =3.

Wobec tego y=3-42=126 1 z=126-3=378.
Schemat oceniania I sposobu rozwigzania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIigZania ZAAANIA .....uueeeereieiineiiienniseeissnecnsnecsssseessssecssssesssssssssssssssssessssssssssnsssssasssssase 1 pkt
9+19

e wykorzystanie wlasnos$ci ciggu arytmetycznego i zapisanie, np. x =

2x=9+19 lub x=14
albo

e wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie, np. 42> = xy lub
V =42z,
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Obliczenie ilorazu ciagu geometrycznego g =3.

ROZWIQZanie PEIe ......uioueiiiniiiiiiiiiiiiitinnininnninnnicsnnicsssnicsssssssssnsssssnesssssesssssessssssssses 4 pkt
Obliczenie x =14, y =126, z=378.

I1 sposdb rozwigzania
Ciag (9,x,19) jest arytmetyczny, zatem 2x=9+19, x=14.

Ciag (14, 42, y,z) jest geometryczny, zatem 42° =14-y i y* =42z,

y:#:126 i 126°=42-z,stad z=378.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANIA ZAAANIA cecuveeenreiiniiriiininiiintieneisneiseecssessssissssssssesssessssessssssssssssassssassssssssasss 1 pkt

e wykorzystanie wlasno$ci ciagu arytmetycznego i1 zapisanie, np. x =

2x=9+19,lub x=14
albo
e wykorzystanie wlasnosci ciagu geometrycznego i zapisanie, np. 42° = xy lub

V' =42z,
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...ccccceveeverisueiserssnensenssennsnnsssacsseesssncssesssnnens 2 pkt
Obliczenie x =14 i zapisanie rownania 42° =14y lub 1764 =14y .
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt
Obliczenie y =126 i zapisanie rownania y*> =42z lub 126> =42z .
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ROZWIQZANIE PEINE .auuecenneriiniiiiniiiiniiinntiinsnnicnnnicnsnticssstissstissssnessssnesssssssssssossssssssssssssssssns 4 pkt
Obliczenie x =14, y =126, z=378.

Uwaga
Jesli zdajacy pomyli wlasnosci ciagdw, to za cate zadanie otrzymuje 0 punktow.

Zadanie 33. (0—4)

Uzycie 1 tworzenie strategii Obliczenie objetosci wieloscianu (IV.9.b)

Strategia rozwiazania tego zadania sprowadza si¢ do realizacji nastgpujacych etapow:
a) obliczenie wysokosci AE ostrostupa,
b) obliczenie pola podstawy tego ostrostupa,
c) obliczenie objgtosci ostrostupa.

Rozwiazanie
a) Obliczenie pola podstawy ostrostupa
Podstawa ABCD ostrostupa jest kwadratem o boku AB. Stosujac wzor na przekatna kwadratu,

mamy: 4 = |AB|\/§, stad |AB| = 4 =22.

J2

2
Obliczamy pole P podstawy ostrostupa: P = (2\/5) =8.

b) Obliczenie wysokosci AE ostrostupa
Rysujemy trojkat EAC.

E

PO
|4E| = % SYNED
¢) Obliczenie objetosci ostrostupa

Objetos¢ ostrostupa jest rowna V' = %8 43 = %\/5 .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt

Obliczenie wysokosci AE ostrostupa: |AE | =44/3 albo obliczenie pola P podstawy ostrostupa:

P=(2x/§)2=8.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania..........ccoeeeecverccnsencnssencsssencsssesessencssssssssassssnns 3 pkt
Obliczenie pola podstawy 1 wysokosci ostrostupa.
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Uwaga
Jesli zdajacy obliczy jedna z tych wielkos$ci z btedem rachunkowym, to otrzymuje 2 punkty.
ROZWIQZanie PEIE ......uoioeiiiieiiiiniiiiiiininiinnnninnniinsnnicssnnicssssicssssssssssessssesssssosssssessssssssnss 4 pkt

Obliczenie objetosci ostrostupa: V' = %\/5 .

Uwaga
Jesli zdajacy pominie wspotczynnik 3 we wzorze na objgtos¢ ostrostupa, ale rozwiazanie
doprowadzi konsekwentnie do konca z tym jednym btedem, to za takie rozwiazanie otrzymuje

3 punkty.

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki

Nie obnizamy punktacji zadania za bledy nieuwagi, np. gdy zdajacy poprawnie obliczyt
wysokos¢ ostrostupa, ale przy obliczaniu objgtosci ostrostupa podstawit btedna wartos¢.

Zadanie 34. (0-5)

Modelowanie matematyczne | Rozwigzanie zadania, umieszczonego w kontekscie

praktycznym, prowadzacego do rownania kwadratowego
(I11.3.b)

I sposob rozwiazania

Przyjmujemy oznaczenia np.: ¢ — czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag
osobowy, v — $rednia predkos¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing.
Zapisujemy zalezno$¢ migdzy czasem a predkoscia w sytuacji opisanej w zadaniu dla
pociagu pospiesznego: (£—1)-(v+24)=210

t-v=210
(t—l)-(v+24) =210
Rozwiazujac uktad rownan doprowadzamy do réwnania z jedna niewiadoma, np.:

(z—1)-(¥+24j =210

210+24t—&—24:210
t

241 -241-210=0
41 —4t-35=0
A=16+560 =24’
4-24 5 4+24 7
l‘lz—:——, [2: = — =
8 2 8 2
f, jest sprzeczne z warunkami zadania.

Nastepnie zapisujemy uktad rownan {

3,5

Obliczamy czas przejazdu tej drogi przez pociag pospieszny: 3,5—-1=2,5.
Odp. Czas pokonania tej drogi przez pociag pospieszny jest rowny 2,5 godziny.
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II sposob rozwiazania

Zapisujemy zalezno$¢ migdzy czasem a predkoscia w sytuacji opisanej w zadaniu dla
pociagu pospiesznego: (1—1)-(v+24)=210

t-v=210

(t—l)-(v+24) =210

Rozwiazujac uktad rownan doprowadzamy do réwnania z jedna niewiadoma, np.:

(ﬁ—lj-(wm):zlo
A%

Nastgpnie zapisujemy uktad réwnan {

5040
\Z

-v-24=0

210+ -v-24=210

5040
v

- —24v+5040=0

A =576+20160=144"
24144 24 +144

vy=—"T—=60, v,=——=

-2 -2
v, jest sprzeczne z warunkami zadania.

84,

Obliczamy czas przejazdu tej drogi przez pociag osobowy: ¢ = 210 210 _7 =3,5

Vo602
Obliczamy czas przejazdu tej drogi przez pociag pospieszny: 3,5 —1=2,5.
Odp. Czas pokonania tej drogi przez pociag pospieszny jest rowny 2,5 godziny.

) .

II1 sposob rozwigzania
Przyjmujemy oznaczenia np.: ¢ — czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag
osobowy, v — $rednia predkos$¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing.

S
7, 7, s ’ o
Fy 7, 7, 7, 1/’

) ' J ' J /

s >
L iy ’

’
\%
-1 t

Narysowane duze prostokaty reprezentuja odlegtosci przebyte przez obydwa pociagi, maja
zatem roéwne pola. Wobec tego pola zakreskowanych prostokatéw sa rowne. Stad réwnosc
24(t —1) =1-v. Droga przebyta przez pociag osobowy wyraza si¢ wzorem v-t = 24(t —1) ‘1.

Poniewaz trasa pociagu ma dtugos$¢ 210 km, otrzymujemy réwnanie 24 (t — 1) -t=210.

Stad 241> —24t-210=0
47 —4¢t-35=0
A =16+560= 24"
_4-24 5 t:4+24:z:

f=———=—=

g 27 8 2

3,5
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I, jest sprzeczne z warunkami zadania. Zatem pociag osobowy jechal przez 3,5 godziny,
a pociag pospieszny:3,5—1=2,5 godziny.
Odp. Czas pokonania tej drogi przez pociag pospieszny jest réwny 2,5 godziny.

Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FrOZWigzZania ZAAANIA ......eceieeeiiieeeiieeniineissnecissnessssnesssseesssseesssseessssessssssssssssssssssssssassssanes 1 pkt
Zapisanie rOwnania z dwiema niewiadomymi

(t—l)(v+24) =210

gdy ¢ oznacza czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag osobowy, a v $rednia
predkos¢ pociagu osobowego w kilometrach na godzing,

lub

(t+1)(v—24)=210

gdy ¢ oznacza czas pokonania calej trasy w godzinach przez pociag pospieszny, a v Srednia
predkos¢ pociagu pospiesznego w kilometrach na godzing.

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POStEP ......ccccceeveesceiciinsseicseessnnssnecssescsanssnssssecsanns 2 pkt
Zapisanie uktadu réwnan z niewiadomymi v i ¢, np.:

t-v=210 - t-v=210
u
(t-1)-(v+24)=210 (t+1)-(v-24)=210
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ...........eoeieiiniseiniinnsnnnsninnseicseissencsseesanns 3 pkt
Zapisanie roéwnania z jedna niewiadoma v lub #, np.:

(t—1)-(¥+24j=210 lub [&—1)(%24):210 lub 24(t-1)-t=210

v
Uwaga
Zdajacy nie musi zapisywac uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rOwnanie z jedna
niewiadoma.
Zostaly pokonane zasadnicze trudnosci zadania, ale w trakcie ich pokonywania zostaly
popelnione bledy rachunkowe lub Usterki ........coeienvveiiniencsieicnsnncssnncssnressnnncsssenenns 2 pkt

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......c.cccceicrveicncneicscnnicssnnncssnnccnns 4 pkt

e rozwigzanie rbwnania z niewiadoma v lub ¢ z blgdem rachunkowym i1 konsekwentne
obliczenie czasu pokonania drogi przez pociag pospieszny

albo

e obliczenie czasu jazdy pociagu osobowego: ¢ =3,5 i nie obliczenie czasu pokonania
tej drogi przez pociag pospieszny.

ROZWigzanie Pelne .......ieiiiiiiiiiiniiitiiniccinnnnnneinninniensisneissessesssssssssssssssesssses 5 pkt

Obliczenie czasu pokonania tej drogi przez pociag pospieszny: 2,5 godziny.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy porownuje wielkosci roznych typow, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy odgadnie czas jazdy pociagu pospiesznego i nie uzasadni, ze jest to jedyne
rozwiazanie, to otrzymuje 1 punkt.
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Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki

Przyklad 1.

Jesli zdajacy przedstawi nast¢pujace rozwigzanie:

v - predkos¢ pociagu osobowego, ¢ - czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag
osobowy

210=v-t
210=(v+24)r-1
1 na tym zakonczy, to takie rozwiazanie kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie, w ktorym
jest istotny postep i przyznajemy 2 punkty, mimo ze w drugim réwnaniu uktadu zdajacy nie
. . . ., . 210 :
ujal wyrazenia t—1 w nawias. Zapis rOwnania v+24= ol wskazuje na poprawna
interpretacj¢ zalezno$ci miedzy wielkoS$ciami.

Przyklad 2.

Jesli zdajacy przedstawi nastepujace rozwiazanie:

v - predkos¢ pociagu osobowego, ¢ - czas pokonania catej trasy w godzinach przez pociag
osobowy

_210
v+24=£? t 210 120, 54 210
T 2= ! =

1 na tym zakonczy, to takie rozwigzanie kwalifikujemy do kategorii Pokonanie zasadniczych

. . . . 120 210 .
trudnosci zadania 1 przyznajemy 3 punkty, mimo ze w réwnaniu 7+24 = —— zdajacy

przestawit cyfry w zapisie liczby 210 i pominat liczbg 1 w mianowniku utamka.

Przyklad 3.

Jedli zdajacy otrzyma inne réwnanie kwadratowe, np. 4¢° +4t—35=0 zamiast rownania
4t> —4t-35=0 (np. w wyniku zlego przepisania znaku lub liczby), konsekwentnie jednak
rozwiaze otrzymane roOwnanie kwadratowe, odrzuci ujemne rozwiazanie i pozostawi wynik,
ktory moze by¢ realnym czasem jazdy pociagu pospiesznego, to takie rozwiazanie
kwalifikujemy do kategorii Rozwigzanie pelne i przyznajemy S punktéw.



