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Klucz punktowania do zadan zamknigtych

Nrzad [1 |2 (3|4 [5]6|7[8]9[10/11][12]13|14]15[16]17|18][19]20|21

Odp. | D B|[A|C/B|B/AIAID|[C|C|D|C|/A/A/A|C|/B/B|/B|D

Schemat oceniania do zadan otwartych

Zadanie 22. (2 pkt)
Rozwiaz nierdéwno$é —3x* +3x+36>0.

Rozwiazanie

Rozwiazanie nierownos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwdch etapow.
Pierwszy etap moze by¢ realizowany na 2 sposoby:

I sposéb rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)

Znajdujemy pierwiastki trojmianu kwadratowego —3x” +3x+36
e obliczamy wyrdznik tego tréjmianu:

A=0+432 =441 istad x =204 y =421 3

albo
e stosujemy wzory Viete’a:
x,+x,=1oraz x,-x, =—12 istad x, =4 oraz x, =-3
albo
e podajemy je bezposrednio (explicite lub zapisujac postac¢ iloczynowa trojmianu lub
zaznaczajac na wykresie)

x=4,x,=-3

lub
—3(x—4)(x+3)20
lub
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IT sposéb rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)

Wyznaczamy posta¢ kanoniczng tréjmianu kwadratowego

a nastgpnie

e przeksztalcamy nierowno$¢, tak by jej lewa strona byla zapisana w postaci
iloczynowej

o]

Drugi etap rozwigzania:
Podajemy zbidr rozwiazah nierownosci <—3, 4> .

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuuveeresueeessneessnecsssrecsssencssssecssssecsssnesssssesssssessssssssssssssssesssssessssssssssassssses 1 pkt
gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwiazania i na tym poprzestanie lub btednie zapisze zbior
rozwigzan nierOwnosci, np.
o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x =4, x=-3 i na tym
poprzestanie lub biednie zapisze zbior rozwiazan nierownosci
o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)=-3x>+3x+36 i na tym

poprzestanie lub biednie zapisze zbior rozwiazan nierownosci

o roztozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. —3(x—4)-(x+3) i na

tym poprzestanie lub btednie rozwiaze nierownos¢
e realizujac pierwszy etap, popelni blad (ale otrzyma dwa rozne pierwiastki)
1 konsekwentnie do tego rozwiaze nierd6wnos¢, np.

o popetni btad rachunkowy przy obliczaniu wyrdéznika lub pierwiastkow
trojmianu kwadratowego 1 konsekwentnie do popetnionego btedu rozwiaze
nier6wnosé

o blednie zapisze roéwnania wynikajace ze wzorow Viete’a: x, +x, =-1

1 x,-x, =—12 1konsekwentnie do tego rozwiaze nierOwnos¢

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ccueeereseeesssneessneessnnessseecsssaesssssecsssnssssssesssssessssssssssssssssesssssesssssssssssssssses 2 pkt
gdy:
e poda zbiér rozwigzan nierownosci : <—3, 4> Iub x e <—3, 4> lub -3<x<4
albo
e sporzadzi ilustracj¢ geometryczna (0§ liczbowa, wykres) 1 zapisze zbidr rozwigzan
nierownos$ci w postaci x > -3, x <4
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albo
e poda zbiér rozwiazan nierdéwnos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

Uwagi

1. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =-3 1 x,=4 1 zapisze
xXe <3, 4> , popetniajac tym samym btad przy przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za
takie rozwiazanie otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli blad zdajacego w obliczeniu pierwiastkow tréjmianu nie wynika z wykonywanych
przez niego czynnosci (zdajacy rozwiazuje ,,swoje zadanie™), to otrzymuje 0 punktéw za
cale zadanie.

Zadanie 23. (2 pkt)

Funkcja f jest okreSlona wzorem f (x) = 2x _9b dla x#9. Ponadto wiemy, ze f (4) =-1.
x —

Oblicz wspotczynnik b.

Rozwigzanie

Warunek f (4) =—1 zapisujemy w postaci rOwnania z niewiadoma b: —1= 2;‘4 _9b .

Rozwiazujemy to réwnanie i obliczamy wspotczynnik b: b=3.

Schemat oceniania

ZdaJACY OLTZYIMUJE .cccuueeevueireeisencsseecssncssancssessnnessesssssssssssssssssssssasssssssssssssasssasssssssssssssasssses 1 pkt
. . , . . 2-4-b

gdy poprawnie zapisze rownanie z niewiadoma b, np. —1= 10

Z.daJACY OLTZYIMUJE cceereeersnrcsssnnessnecsssnnessssnessssesssssscssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 pkt

gdy obliczy wspdtczynnik b =3.
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Zadanie 24. (2 pkt)
Podstawy trapezu prostokatnego maja dtugosci 6 i 10 oraz tangens kata ostrego jest réwny 3.
Oblicz pole tego trapezu.

Rozwiazanie

6 Obliczamy wysokos$¢ trapezu 4, korzystajac

z faktu, ze tangens kata ostrego jest rowny 3:

h
—=3,stad h=12.
1 a

Zatem pole trapezu jest rOwne
(6+10)-12
——=96

™

Schemat oceniania

Z.dAJACY OLTZYINUJE .cuvvreevrrerssrresssressssncssssncssssscsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnss 1 pkt
gdy:
e obliczy wysoko$¢ trapezu 4 =12 1 na tym poprzestanie lub blednie obliczy pole
albo
e obliczy wysokos$¢ trapezu z btedem rachunkowym i konsekwentnie do popelnionego
btedu obliczy pole trapezu.

Z.dAJACY OLTZYINUJE .uuverresunresssrressrncsssnncssssncssssesssssecsssnssssssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssses 2 pkt
gdy poprawnie obliczy pole trapezu P =96.

Zadanie 25. (2 pkt)
Trojkat ABC przedstawiony na ponizszym rysunku jest rOwnoboczny, a punkty B, C, N sa

wspotliniowe. Na boku 4C wybrano punkt M tak, ze |AM | = |CN | . Wykaz, ze |BM | = |MN | .

N




Klucz punktowania do zadan zamknietych oraz schemat oceniania do zadan otwartych
Marzec 2012

I sposob rozwiazania

A B

Rysujemy odcinek MD réwnolegty do odcinka 4B.
Uzasadniamy, ze trojkaty BDM 1 MCN sa przystajace na podstawie cechy bkb:

e |BD|=|CN|,bo |BD|=|4M|
o |MD|=|CM
o |[«BDM|=120°=|<NCM|
Zatem |BM| = |MN| .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

, bo trojkat MDC jest rownoboczny

Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ceceverersrrcssnressnecssssncssssnessssesssssncssssesssssesssssessssssssssssssssssssssasssssssssssssses 1 pkt
gdy napisze, ze trojkaty BDM 1 MCN sa przystajace 1 wyprowadzi stad wniosek,
ze |BM|=|MN|.

Z.daJACY OLTZYIMNUJE .ccceuererrercssrrrcssnnossssncssssncsssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssses 2 pkt
gdy poprawnie uzasadni, ze trojkaty BDM 1 MCN sa przystajace i wyprowadzi stad wniosek,

ze |BM|=|MN]|.

Uwaga
Zdajacy moze tez dorysowac¢ odcinek MD||BC 1 analogicznie pokazal, ze trojkaty
BMD i MNC sa przystajace.

II sposob rozwiazania

Z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ABM obliczamy |BM |2 :
|BM[" =|AM[ +|AB[ 2| AM|-|4B|-cos 60° =
=|am| +|4B[ —2|AM|-|AB|% =

=|AM|" +|4B[ ~|4M|-|4B|.
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Z twierdzenia cosinusow dla trojkata MCN obliczamy |MN |2 :
|MN[ =|MC[ +|CN[* - 2|MC]|-|CN|-cos120° =

_|MC[ +[cNT —2|mc]. |czv|.(_%j _

=|MC|" +|CN[ +|Mc]-|cN|

Poniewaz |AM|=|CN| i |MC|=|4B|-|AM|, wicc

[N = (|4B|~ 4M[)" +| A + (| aB|-|4ba])-| an1] =
=|4B|" +|AM|" ~2-|AB|-|AM|+|AM[ +|AB|-|AM|~|AM|" = |4B|" +|AM| ~|4B|-|4M|.
Zatem |BM|" =|MN[ , czyli |BM|=|MN].

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

ZdAaJACY OLTZYIMUJE ccueereueisreecsuecsssecsanssssesssecsssnessassssssssassssssssassssnsssassssssssssssssssssssssssssssssaass 1 pkt
gdy korzystajac z twierdzenia cosinusow, obliczy kwadraty dtugosci odcinkéw BM 1 MN.

ZdAaJACY OLTZYIMUJE ccueeeerueissueiseeesssecssesssaesssncsssecssassssnsssasssssssssssssssssassssassssssssssssassssasssssssanss 2 pkt
gdy poprawnie uzasadni, ze |BM |=|MN]|.

Zadanie 26. (2 pkt)
Liczby 64,x,4 sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem malejacego ciagu
geometrycznego. Oblicz piaty wyraz tego ciagu.

I sposob rozwiazania
Korzystajac ze wzoru na trzeci wyraz ciaggu geometrycznego obliczamy ¢ iloraz ciagu:

4=64-q°

| 1
—ubg=—.
1=73 P17y

. Lo . 1
Poniewaz ciag jest malejacy, to g = Z .

Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 64,16,4,1,% , Zatem piaty wyraz ciagu jest rowny % .

11 sposob rozwiazania
Z wlasnosci ciagu geometrycznego wynika, ze x’ =64-4. Stad x* =256, czyli x=16
lubx =-16. Poniewaz ciag geometryczny jest malejacy, to x =16, a iloraz tego ciagu g jest

rowny i Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 64,16,4, 1,%, zatem piaty wyraz ciagu jest

, 1
rowny —.
Y 4
Uwaga
' 41
Zdajacy moze obliczy¢ piaty wyraz ciagu korzystajac ze wzoru: 64- (Zj o
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Schemat oceniania
Z.daJACY OLTZYIMUJE cceeuveeerseeessneessnecsssneesssneessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssss 1 pkt
L . 1
gdy obliczy iloraz ciagu: g = 7
Z.daJACY OLTZYIMNUJE .ccceurrerrrncssnrcsssrnossssncssssnossssssssssssssssssssssesssssesssssssssssssssssssssssessssssssssssses 2 pkt

: . . 1
gdy obliczy piaty wyraz ciagu: 2

Zadanie 27. (2 pkt)

Uzasadnij, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n liczba 3" —2"*? +3" —2" jest
wielokrotnoscia liczby 10.

Rozwiazanie

Liczbeg 3" —2""% +3" —2" przedstawiamy w postaci
32 _0M L30T 20,31 4.7 437 = 2" =3 (9+1)=2" (4+1)=10-3" =5.2.2" =

=10(3"-2"") =10k , gdzie k =3"-2"" jest liczba catkowita.

Zatem liczba 3" — 2" +3" —2" jest wielokrotnoscia liczby 10

Schemat oceniania

ZdaJACY OLTZYIMUJE .cccuueerrueiseeisuncssnccsancssancssessancssessssssssnssssssssasssssssssssssssssasssasssssssssssssasssses 1 pkt
gdy zapisze liczbe 3" —2""* +3" —2" w postaci 3"-10—2"-5 i nie uzasadni, ze liczba
2" .5 jest podzielna przez 10.

Z.daJACY OLTZYIMUJE .ccceurrerrercssnrcssnrcssssncsssssossssssssssssssssessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 2 pkt
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie, np.:

o przeksztatci liczbg 3"-10-2"-5 do postaci 10(3"-2"")=10k, gdzie k=3"-2""
jest liczba catkowita

e przeksztalci liczbe 3"-10—2"-5 do postaci 10(3” —2”*1) i zapisze, ze 3" —2"" jest
liczba catkowita

e zapisze liczb¢ w postaci 3" -10—2" -5 1 uzasadni, ze jest podzielna przez 10.

Uwaga

Jesli zdajacy zapisuje kolejno:

3n+2 _2n+2 + 3n _ 2;1 — lox

3"(3+1)-2"(2° +1)=10x

10-3"-5-2" =10x

5(2-3"-2")=10x

2-3"=-2"=2x

i uzasadnia, ze 2-3" —2" jest liczba podzielna przez 2, to otrzymuje 2 punkty.
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Zadanie 28. (2 pkt)
Tabela przedstawia wyniki uzyskane na sprawdzianie przez uczniéw klasy III.

Oceny 6 5 4 3 2 1
Liczba uczniow 1 2 6 5 9

Oblicz $rednig arytmetyczng 1 kwadrat odchylenia standardowego uzyskanych ocen.

Rozwiazanie
Obliczamy $rednig arytmetyczna ocen uzyskanych przez ucznidéw klasy III:
6-1+5-2+4-6+3-5+2-9+1-2 _2_3
25 25
Obliczamy kwadrat odchylenia standardowego uzyskanych ocen:
s _1:(6-3) +2-(5-3) +6-(4-3) +5-(3-3) +9-(2-3) +2-(1-3)° _

O =

25
1:9+2-44+6-1+5-0+9-1+2-4 9+8+6+0+9+8 _@_1 6
25 25 25
Schemat oceniania
Z.dAJACY OLTZYIMNUJC...uueerierrrresssrressrressssnossssncssssscsssssossssssssasssssssesssssssssssesssssssssssssssssosssssssssss 1 pkt

gdy
e obliczy $rednia arytmetyczna ocen uzyskanych przez uczniow klasy III i na tym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy
lub
e obliczy $rednia arytmetyczna ocen uzyskanych przez uczniéw klasy III z bledem
rachunkowym 1 konsekwentnie do tego obliczy kwadrat odchylenia standardowego.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE cuueeererueeecsneessneesssnnesssnecssssessssnecsssnssssssesssssessssssssssssssssssssssessssssssssassssses 2 pkt
gdy obliczy $rednig arytmetyczna i kwadrat odchylenia standardowego uzyskanych ocen:
odpowiednio 3 i 1,6.

Zadanie 29. (2 pkt)

Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze liczba oczek w drugim rzucie jest o 1 wigksza od liczby
oczek w pierwszym rzucie.

I sposéb rozwiazania

Q jest zbiorem wszystkich par (a,b) takich, ze a,b €{1,2,3,4,5,6} . Mamy model klasyczny,
w ktorym Q| =36.

Zdarzeniu 4 sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:

(1,2),(2.,3).(3,4),(4.5).(5.6)

_A_s

Zatem |4|=5 istad P(A4)= o TR
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ceeeeureeeiseeessnecssneesssneessnnessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssassssssssssssssss 1 pkt
gdy zapisze, ze [ =36 i 4={(12),(2,3).(3,4).(4.5).(5.6)}.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ceecuveeesseeesseeessnecsssneesssneessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssasssssnssssssssss 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwa zdarzenia 4: P(A) = % .

II sposob rozwiazania: metoda drzewa
Rysujemy drzewo i pogrubiamy istotne dla rozwiazania zadania galgzie tego drzewa.
Zapisujemy prawdopodobienstwa tylko na tych gateziach.

Y.Y.y

|~

3

A

123456 123456123456123456123456 123456

o\ |—

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A4: P(A) =5 %é = % .
Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.dAJACY OLTZYIMNUJE ceeeeeuveeersercssneessnncsssncssssnessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 1 pkt

gdy
e narysuje drzewo, zapisze prawdopodobienstwa na jego gateziach i wskaze na drzewie
wlasciwe galezie (np. pogrubienie gatezi lub zapisanie prawdopodobienstw tylko
na istotnych gateziach)

albo
e narysuje drzewo, zapisze prawdopodobienstwa na jego galeziach 1 nie wskazuje
na drzewie odpowiednich gatezi, ale z dalszych obliczen mozna wywnioskowac,
ze wybiera wlasciwe gatezie.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ccecueeeesseecssnecssnecsssneesssneessssesssssesssssesssssessssssssssssssssssssssasssssasssssnssssssssss 2 pkt

gdy obliczy prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = % .

10
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111 sposob rozwiazania: metoda tabeli
Rysujemy tabelg i wybieramy zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4.

IT kostka
1 2 3 4 5 6
1 X
2 X
2|3 X
= x
5 X
6

Q=36 i |4|=5, zatem P(A):%.

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

ZdAaJACY OLTZYIMUJE cccuvererurisseecsueessrecssnssssesssessssecssassssnsssesssssssssssssssssassssssssassssassssssssssssssssanss
gdy narysuje tabelg i wypisze wszystkie zdarzenia sprzyjajace lub zaznaczy je w tabeli.
Zdajacy otrzymuje

gdy poda poprawna odpowiedz: P(A) = % .

11
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Zadanie 30. (4 pkt)
Podstawa ostrostupa ABCDS jest romb ABCD o boku dtugosci 4. Kat ABC rombu ma miarg

120° oraz |AS|:|CS|:10 1 |BS|:|DS|. Oblicz sinus kata nachylenia krawedzi BS do
ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

I sposob rozwiazania

WprowadZmy oznaczenia:

a — dtugos¢ boku rombu

e, f— dlugosci przekatnych rombu

h — wysoko$¢ ostrostupa

b=|4S|=|CS|

¢ =|BS|=|DS|.

Obliczamy dilugosci przekatnych podstawy. Poniewaz |<):ABC | =120°, to trojkat ABD jest
réwnoboczny. Zatem mamy:

a3

2 9

e=|BD|=aii=|0C|=
2

stad e =4, §:2\/§.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie A0S, obliczamy wysoko$¢ ostrostupa:
2
2 2 _ i _ 2 _ 2 _
W =b (J =10 -(243) =88
h=+/88 =222

Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej BS:
2
A =h +(§) ~88+4

c=+92 =223

12
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Obliczamy sinus kata nachylenia krawedzi bocznej BS ostrostupa do ptaszczyzny podstawy:

. ho2J22 22 506
Sin IB == —_—
c 223 \23 23

sin = 0,9780.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWigzZania ZAAANIA ......eeeeveeeiiieiiiineniieeicssnneissneesssseesssseesssseessssesssssssssssessssssssssssssssasssssane 1 pkt

Obliczenie dtugosci przekatnych podstawy ostrostupa: e=4 1 f =43 (lub §=2

. f
1?—2\/5)

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...cccceevervreecsuerssnecsuenssnensunnsssecssessssesssecssnesenes 2 pkt
Obliczenie wysokos$ci ostrostupa 4 = 2322 .

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........coeeievcercnieicsseicssnncsssnscsssnssssasessansssnns 3 pkt
Obliczenie dlugosci krotszej krawedzi bocznej ostrostupa: ¢ = 223

Rozwigzanie pelne 4 pkt

Obliczenie sin f =, /2 .
23

II sposob rozwiazania

IR

Wprowadzmy oznaczenia:

a — dtugos¢ boku rombu

e, f— dlugosci przekatnych rombu
h — wysoko$¢ ostrostupa
b=|4S|=|CS|

¢ =|BS|=|DS|.

13
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Obliczamy dtugosci przekatnych podstawy.
Poniewaz |<):ABC | =120°, to trojkat ABD jest rOwnoboczny. Zatem mamy:
%, stad e=4, f=4\/§.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AOS, obliczamy wysoko$¢ ostrostupa:

T
2
n =102—(2ﬁ)2=88, stad /1 = /88 = 2422 .

Obliczamy tangens kata nachylenia krotszej krawedzi bocznej ostrostupa do plaszczyzny
podstawy:

e=|BD|=a i f=2-|0C|=2-

tgf="=\22
2

Obliczamy sin # korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych:
sinff  sinf

= cos 3 B J1-sin®

Jo-_Snp
{J1-sin® g

)
L
l-sin” S
. o . 22
22=23sin" S, zatemsin f = 3
Uwaga

Jezeli zdajacy, korzystajac z przyblizonej wartosci tangensa kata f (tgf = V22 ~ 4,6904 ),
odczyta miar¢ kata S ~78°1 nastepnie zapisze sinf ~sin78°~0,9781, to za takie
rozwiazanie otrzymuje 4 punkty.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIZANIA ZAUANIA .uueeeerneriiinricssnninisnninisnnicsssnessssnessssnesssssesssssesssssesssssessssssssssnsssssssssssseses 1 pkt

Obliczenie dlugo$ci przekatnych podstawy ostrostupa: e=4 1 f =43
e . f

ub ==2 i £ =23).

( 5 5 )

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POStEP .c..cceveevueirernsueissernsenssenssnesssencssesssnncssesssncsens 2 pkt
Obliczenie wysokosci ostrostupa: 4 = 2322

Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania..........eceeeceiiveinniinsennsinnseinsecssnncsnnesssncsnees 3 pkt
Obliczenie tangensa kata nachylenia krotszej krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny
podstawy tgf = J22.

Rozwiazanie pelne 4 pkt

Obliczenie sin 5 =, /% albo sin f ~sin78°~0,9781.
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Zadanie 31. (4 pkt)
Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A :(2, 1) 1 stycznego do obu osi

uktadu wspotrzednych. Rozwaz wszystkie przypadki.
Rozwiazanie

4

Poniewaz okrag jest styczny do obu osi uktadu wspoirzednych i przechodzi przez punkt
A=(2, 1) lezacy w I ¢wiartce ukladu wspotrzednych, to jego $rodek rowniez lezy

w I ¢wiartce uktadu wspotrzednych. Stad srodek S tego okregu ma wspodtrzedne S = (r, r),
gdzie r jest promieniem tego okregu. Rownanie okregu ma zatem postaé (x—r)2 + y—r)2 =r.

Punkt 4=(2,1) lezy na tym okregu, wicc (2—r) +(1-r)" =r?. Stad otrzymujemy
r* —6r+5=0. Rozwigzaniami tego rownania sa liczby: r=1, r=5. To oznacza, ze sa
dwa okregi speliajace warunki zadania o rOwnaniach (x- 1)2 +(y- 1)2 =1

i(x=5)+(y-5) =25.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ...ccccccvervveeisuerisurnseisseessnnnsssecssnssssecssesssecssenes 1 pkt
Zapisanie wspotrzednych $rodka S szukanego okregu w zaleznosci od promienia r tego

okrggu: S = (r, r) lub zapisanie, ze Srodek okrggu lezy na prostej o rownaniu y =x.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania ........c.eeevveicnvnicnseicssnicssnnccssanesssanesssansssnns 2 pkt
Zapisanie rOwnania kwadratowego z jedna niewiadoma:

(2-r) +(1=r) =r* czyli ©’ —6r+5=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .......c.cicvceicvceicssnicssneccssnnccssnncssnnns 3 pkt
Zadanie rozwiazane do konca, ale w trakcie rozwiazania popetniano btedy rachunkowe.
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Rozwigzanie pelne .........ooeeivvviriisniincnicnsencssnicssnicsssnncssssecssssens 4 pkt
Zapisanie rownan obu okrggow:

w postaci kanoniczne;j: (x—l)2 +(y—l)2 =11 (x—S)2 +(y—5)2 =25

lub w postaci ogélnej: x* +y* —2x—-2y+1=01i x*+* —10x—-10y+25=0.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze rdwnanie jednego okregu (nie wyprowadzajac go), to otrzymuje
1 punkt.

2. Jezeli zdajacy zapisze roOwnania obu okregdéw (nie wyprowadzajac ich), to otrzymuje
2 punkty.

Zadanie 32. (5 pkt)

Z dwoéch miast 4 1 B, odlegtych od siebie o 18 kilometrow, wyruszyli naprzeciw siebie dwaj
turysci. Pierwszy turysta wyszedl z miasta 4 o jedna godzing wczesniej niz drugi z miasta B.
Oblicz predkos$e, z jaka szedt kazdy turysta, jezeli wiadomo, Ze po spotkaniu pierwszy turysta
szedt do miasta B jeszcze 1,5 godziny, drugi za$ szedt jeszcze 4 godziny do miasta A.

Uwaga

W ponizej zamieszczonym schemacie uzywamy niewiadomych v,, v,, x, t oznaczajacych
odpowiednio: predkos¢ turysty z miasta A, predko$¢ turysty z miasta B oraz drogg i czas do
momentu spotkania. Oczywiscie niewiadome moga by¢ oznaczane w inny sposob.
Nie wymagamy, by niewiadome byly wyraznie opisane na poczatku rozwiazania, o ile
z postaci rownan jasno wynika ich znaczenie.

Rozwigzanie
Przyjmujemy oznaczenia, np.: v,, v,, X, t — predko$¢ turysty z miasta 4, predkos¢ turysty

z miasta B oraz droga i czas do momentu spotkania.

Zapisujemy zalezno$¢ migdzy droga x, predkoscia v, i czasem ¢ dla jednego z turystow, np.:
v, = il (predkos¢ do chwili spotkania) i v, = 1?—5x (predkos¢ od chwili spotkania).
t+

9

Zapisujemy zalezno$¢ migdzy droga x, predkoscia v, i czasem ¢ dla drugiego z turysty

18—x X

(wychodzacego z miasta B), np.: v, =—— (predkos¢ do chwili spotkania), v, =7
t

(predkos¢ od chwili spotkania).

Zapisujemy zalezno$¢ migdzy droga a czasem w sytuacji opisanej w zadaniu za pomoca

x 18—x
uktadu rownan t+1 L5
18—x X
t 4
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Rozwiazujac uktad rownan, doprowadzamy do réwnania z jedna niewiadoma, np.:

Rozwigzujemy rownania otrzymujac kolejno:

Z drugiego rdwnania wyznaczamy x
72
X=—70:
t+4
1 wstawiamy do pierwszego réwnania

1,5-7—2=(18—7—2]~(1+1)
t+4 t+4

108 =18t+18—-72t-— 72
t+4 t+4 t+4

mnozymy obustronnie przez ¢ +4
108 =18¢(¢+4)+18(¢+4)—72t-72

18t* +18t—108=0
dzielimy obustronnie przez 18
£ +t-6=0

Z drugiego roéwnania wyznaczamy ¢
72 —4x
=
X
1 wstawiamy do pierwszego rOwnania

1,5x=(18—x)-(72_4x+1]
X
18(72—4x)
1,5x=—" ) 118-72+4x—x
X
18(72 - 4x)
L5x=——/_5443x
X

mnozymy obustronnie przez x
1,5x% =1296 —72x — 54x +3x°
1,5x% —126x+1296 =0

A=1+24=5 dzielimy obustronnie przez 1,5
P S B X —84x +864=0

s A =7056 - 3456 = 60°
=—"2=2 8460

2 X, = 5 =12
t, jest sprzeczne z warunkami zadania 84+ 60

. 72 72 X, = =72
obliczamy x=——=—=12, 2
t+4 6 X, jest sprzeczne z warunkami zadania
a nastgpnie predkos¢ z jaka szedt kazdy
. : 72—-4x 24

z turystow, np: obliczamy ¢ = =—=2,

X 12 X 12
VST 1T3 T 4km/h a nastepnie predko$¢ z jaka szedl kazdy z

i;r 6 turystow, np.:
—X
Vv, = t =§:3km/h vA=18 x:£:4km/h
LS L5
v =222 3imm
4 4
Z pierwszego rdwnania wyznaczamy x Z pierwszego rOwnania wyznaczamy ¢
18¢+18 2,5x-18
x= (=2 —
r+2,5 18—x

1 wstawiamy do drugiego rOwnania

A8e+18 o 18418
t+2,5 r+2,5

180 +18 _, 72t+72
t+2,5 t+2,5

mnozymy obustronnie przez ¢+ 2,5
18¢* +18t =72(¢+2,5)— 72t - 72

18£° +18t-108=0
dzielimy obustronnie przez 18

1 wstawiamy do drugiego rOwnania

(1g_x).4:x.w
18—x

mnozymy obustronnie przez 18 —x
(324—36x+x2)-4=2,5x2 ~18x
4x* —144x+1296 =2,5x> —18x

1,5x% —126x+1296 =0
dzielimy obustronnie przez 1,5
x*—84x+864=0
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' +t—-6=0 A =7056-3456 = 60’
A=1+24=5 _84-60
X = =12
P 2
Ty 84+ 60
X, = =72
-1+5 2
t,= =2 . . .
2 x, jest sprzeczne z warunkami zadania
t, jest sprzeczne z warunkami zadania ) 72 —4x 24
obliczamy ¢ = =—=2,
bliczamy x=—2-=12-12 x 12
obliczamy x = t+4 6 a nastepnie predko$¢ z jaka szedt kazdy
a nastepnie predko$¢ z jaka szedt kazdy z turystow, np.:
zturyst(')w,lllg: VA=1?_SX=%=4km/h
Vs = 2.
Sox 6 v, =% =-2=3kmh
v, = = =3km/h 4 4
t 2
Zapisujemy odpowiedz: Turysci szli z predkosciami: v, =4 km/h, v, =3 km/h.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwigzania zadania 1 pkt
Zapisanie zaleznoSci migdzy predkoscia v, , predkoscia v, , droga x 1 czasem ¢ dla jednego

x 18—x 18—x x
z turystow, np.: = lub =Zlub 18=v,(t+1+1,5) lub 18=v,(t+4).

IYSIOW, Bp.: = P A ) 5 (1+4)
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP .c..cceveeevueiiveicsiisseicsiessuncsnecsssnssnesssscssssssssoanes 2 pkt
Zapisanie uktadu roéwnan z dwiema niewiadomymi, np.:

x _18-x
t+1 L5
18—x _x
t 4
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania..........eceeeneeiveicsiinsennsenssennsenssencsncesssncsnees 3 pkt
Zapisanie rOwnania z jedna niewiadoma, np.:
1,5-£=(18—£)-(t+1) lub 1,5x=(18—x)-(72_4x+1j
t+4 t+4 X

Zdajacy nie musi zapisywa¢ ukladu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ rownanie z jedna
niewiadoma.

Uwaga:

Jezeli zdajacy przy pokonywaniu zasadniczych trudno$ci zadania popelni bledy
rachunkowe, usterki i na tym zakonczy to otrzymuje 2 punkty.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .........ceeeveinueiseinsnenseinsneiseccsenenns 4 pkt
e rozwigzanie roéwnania z niewiadomag ¢ bezblednie: =24 1 nie obliczenie
predkosci turystow
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albo
e rozwigzanie rownania z niewiadoma x bezblednie: x =12 1 nic obliczenie
predkosci turystow
albo
e obliczenie ¢ lub x z bledem rachunkowym 1 konsekwentne obliczenie predkosci.

Rozwigzanie pelne S pkt
v, =4 km/h

Obliczenie szukanych predkosci:
v, =3km/h
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