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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknietych

Nr

sad | 1123|456 7]8|9|10/1112|13/14/15/16/17/18|19/20|21|22|23|24|2526

odp.  BICIC|B|C|C|A|A|B|B|C|A|B|A|A|A|B|DB|C|C|C|DIC/A|IC

Schematy oceniania zadan otwartych

Zadania 27. (2 pkt)

Rozwiaz rownanie 3x° —4x* —3x+4=0.

I sposo6b rozwigzania (metoda grupowania)
Przedstawiamy lewg strone rownania w postaci iloczynu stosujac metod¢ grupowania

wyrazow, np.: X*(3x—4)—(3x—4)=0 lub 3x(x* ~1)-4(x* ~1)=0, stad
(3x—4)x* —1)=0.

Zatem x:% lub x=-1lub x=1.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMUJE ..ottt b et b bttt e bbb be st e eneas 1 pkt
gdy zapisze lewg strong¢ rownania w postaci iloczynu co najmniej dwoch wielomianow

stopni dodatnich, np.: ( x? —1)(3x —4)=0 ina tym poprzestanie lub dalej popetni btad.

Zdajacy OLIZYINUJE .........c.oooviiiiiitiiiiiie ittt b e reen e 2 pkt

4
gdy wyznaczy bezbtednie wszystkie rozwigzania rownania: X = 3 lub x=-1lub x=1.

11 sposob rozwiazania (metoda dzielenia)
e Stwierdzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu 3x* —4x* —3x+4.

Dzielimy wielomian 3x® —4x® —3x + 4 przez dwumian x—1. Otrzymujemy iloraz

X% —x—4. Zapisujemy rownanie w postaci (x—1)(3x*> —x—4) =0. Obliczamy

wyrdznik trojmianu 3X2—X—4: A=1+4.3-4=149. Stad pierwiastkami trojmianu

1-7 1+7 4 4
sg liczby X, =——=-1 oraz X, =L=—.Zatem X=— lub x=-11lub x=1.
6 6 3 3

albo

e stwierdzamy, ze liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu 3x® —4x* —3x + 4. Dzielimy
wielomian 3x® —4x? —3x+4 przez dwumian x+1. Otrzymujemy iloraz 3x* —7x+4.
Zapisujemy rownanie w postaci (X+1)(3x* —7x+4) = 0. Obliczamy wyréznik

trojmianu 3X2 —7x+4: A=49—4.3-4=1. Stad pierwiastkami trojmianu sg liczby
7-1 7+1 4 4
X, =——=1oraz X, =——=—.Zatem X=— lub x=-1lub x=1.
6 6 3
albo

e stwierdzamy, ze liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu 3x® —4x* —3x +4. Dzielimy

. . : 4 : .
wielomian 3x® —4x* —3x+4 przez dwumian x—g. Otrzymujemy iloraz 3x%-3.

Strona 2z 14




Schemat oceniania
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Zapisujemy rownanie w postaci (X—%)-(BXZ —-3) =0 idalej S(X—g) (x-D(x+1)=0.

Zatem ng lub x=-1lub x=1.

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania
Z.dajacy OLIZYINUJE .......ccoeeveiiieiteeieiee e eeseeste et e te e e st esteetesneesteesteaseesaeeeesneesreenee e 1 pkt
gdy:

e podzieli wielomian 3x® —4x* —3x +4 przez dwumian x—1, otrzyma iloraz

3x?>—Xx—4 ina tym poprzestanie lub dalej popetni btad
albo
e podzieli wielomian 3x® —4x* —3x+4 przez dwumian x+1, otrzyma iloraz

3% —7x+4 ina tym poprzestanie lub dalej popeini btad
albo

S : . 4 :
e podzieli wielomian 3x® —4x* —3x+4 przez dwumian x—g, otrzyma iloraz 3x? -3

I na tym poprzestanie lub dalej popetni btad
albo

e podzieli wielomian 3x® —4x? —3x+4 przez trojmian X> —1, otrzyma iloraz 3x—4
I na tym poprzestanie lub dalej popelni btad.

Zdajacy O IZYINUJE ..........ooviiiiiiiiiiiie ittt b e reen e 2 pkt
4
gdy wyznaczy bezbtednie wszystkie rozwigzania rownania: X = 3 lub x=-1lub x=1.

Uwaga
Jezeli zdajacy poda jedynie dwa pierwiastki wielomianu oraz zbior

1 2 4
{J_rl,ir 2,J_r4,i§, i§’ ig} wszystkich liczb wymiernych, w ktorym znajduje si¢ trzeci
pierwiastek wielomianu, to otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 28. (2 pkt)

Kat o jestostry i cosa = Ve Oblicz wartoé¢ wyrazenia 2+sin° a+sina-cos’ o .

I sposdb rozwiazania
Poniewaz 2+sin®a +sina-cos® a =2+sin oz(sin2 a +cos’ a) =2+sina, wigc obliczymy

sinus tego kata. Otrzymujemy zatem kolejno

2
sinzazl—LﬂJ =1 r_9

2) 16 16
skad wynika, ze SIna = Z (¢ jest katem ostrym). Zatem warto$¢ tego wyrazenia rOwna si¢

23,
4
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Schemat oceniania
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Schemat oceniania_I sposobu rozwigzania
Zdajacy OtIZYIUJE ........coccooiiiiiiiiiiiiiiitieii ettt e bt e r e be e ne e 1 pkt
gdy

e zauwazy, ze Sin’® a+Ssina-cos® @ =sina ina tym zakonczy lub dalej popehi bedy,
albo

e obliczy warto$¢ sinusa danego kata SIna = 2 1 popeii blad w obliczeniach.

Z.dajacy OLIZYINMUJE ..........coeiriiirieieiieiteeseseeseeste et e teeste s e e sseesteeseesreesseasaesseesteaneesreenseaneens 2 pkt

. . : . . 3
gdy zapisze, ze warto$¢ wyrazenia 2+sin® o +sina-cos* a jest rowna 2 7

11 sposo6b rozwiazania
Poniewaz 2+sin® a+sina-cos’ a = 2+sina(sin? a +cos’ a)=2+sina , wige obliczymy

warto$¢ Sina. Rysujemy trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej rownej 4, zas
. : 7
przyprostokatnych réwnych \ﬁ I a oraz zaznaczamy kat ostry a taki, ze COSa :T'

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
2
a2+(ﬁ) =4? skad a=3.

: 3 , . 3
Zatem SIna = 7 a wigc warto$¢ wyrazenia jest rowna ZZ :

Schemat oceniania Il sposobu rozwiazania

ZdaJACY OLTZYINUJE .....ooveviiiieiiiiiiieiieie et ettt sttt et et e be st e besbe s e eseeee b e saesbesbenreas 1 pkt

gdy
e gady narysuje trojkat prostokgtny o przeciwprostokatnej rownej 4, przyprostokgtnych

v
rownych \ﬁ oraz a, zaznaczy kat ostry a taki, ze COSa = %, obliczy dtugos¢
drugiej przyprostokatnej a=3 i na tym zakonczy lub dalej popei biedy

albo
e zauwazy, ze Sin’a +sina-cos® a =sina i na tym zakonczy lub dalej popehi biedy.

Z.daJACY OLTZYIMUJE ...coeiniiiiieiite ittt b et b et e et e et e b et et sbe b 2 pkt

gdy zapisze, ze warto$¢ wyrazenia 2+sin’ o +sina-cos* « jest rowna 2 R

Zadanie 29. (2 pkt)

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych cyfra jednosci jest o 3 wigksza
od cyfry setek.

Rozwigzanie

W zapisie kazdej z szukanych liczb na pierwszym miejscu (miejscu cyfry tysigcy) moze
wystapi¢ jedna z cyfr: 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, czyli mamy 9 mozliwosci. Na trzecim miejscu
(miejscu cyfry dziesigtek) moze by¢ jedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, czyli mamy 10
mozliwo$ci. Poniewaz cyfra jednosci jest o 3 wigksza od cyfry setek, wigec na miejscu
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

drugim (miejscu cyfry setek) moze wystgpic jedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 i wtedy na
miejscu czwartym (miejscu cyfry jednosci) wystgpi odpowiednio cyfra: 3, 4,5, 6, 7, 8, 9,
zatem mamy 7 mozliwos$ci, w ktorych cyfra jednosci jest o 3 wigksza od cyfry setek.
Zatem mamy 9-10-7 =630 liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych cyfra jednosci
jest o 3 wigksza od cyfry setek.

Schemat oceniania
Zdajacy OtIZYIUJE ........c.cccoiieiiiiiiiiiiiitieii ettt e bt e b re e re e 1 pkt
gdy:

e wypisze wszystkie mozliwosci obsadzenia cyfry setek i cyfry jednosci liczby

czterocyfrowej, w ktorej cyfra jednosci jest o 3 wigksza od cyfry setek:
03, 14 25 36, 47, 58, 609Ilubzapisze,ze jest7 takich
mozliwos$ci
albo
e zapisze, ze cyfre tysiecy mozemy wybrac na 9 sposobow, a cyfre dziesiagtek na 10 Iub
wypisze te mozliwosci(np.1 0 , 1 1 ,...,19,20,21,..,209,..,90,
9 1,99 )lubobliczy, ze jest 90 takich mozliwosci.
Zdajacy OLIZYIUJE ..........cccoiiiiiiiiiiiiiitieii ettt b et e et e b e be b e e e nneannen 2 pkt
gdy poprawnie obliczy, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych cyfra jednosci
jest o 3 wigksza od cyfry setek: 9-10-7 =630.

Zadanie 30. (2 pkt)
Wykaz, ze liczba (1+2013° )(1+2013") jest dzielnikiem liczby

142013+ 2013% +2013° +2013"* +2013° + 2013° + 2013’ .

I sposob rozwiazania
Zauwazamy, ze liczbe 1+2013+2013%+2013%+2013" +2013° +2013° + 2013’ mozna

zapisa¢ w postaci, np.:
1+2013+ (l+ 2013) 2013° + (1+ 2013) 2013" + (1+ 2013) 2013° =

(1+2013)(1+2013 +2013" +2013°).

Liczbg 1+2013° +2013° +2013° zapisujemy w postaci (1+2013°)(1+2013").
Zatem liczba (1+2013)(1+2013") jest dzielnikiem liczby

1+2013+2013% +2013° +2013* + 2013° + 2013° + 2013’ .

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Zdajacy OLTZYINUJE .......c..ooviiiiiiiiiiiie ittt ettt b et nbe et sn e be e b anne 1 pkt

gdy:
zapisze liczbe 1+ 2013+ 2013° +2013° +2013" +2013° +2013° + 2013’ w postaci
(1+2013)(1+2013" +2013" +2013°) i nie zauwazy, ze liczbg (1+2013%)(1+2013")

mozna zapisa¢ w postaci 1+2013% +2013* +2013°,
Zdajacy OLTZYINUJE ..........oooviiiiiiieiiiie ettt st et be b e e sreenneannen 2 pkt

gdy przeprowadzi petne rozumowanie.
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Uwaga

Zdajacy moze roztozy¢ na czynniki wielomian 1+ X+ X+ x>+ x* + x> +x® +x’, gdzie
x =2013. Wtedy zdajacy otrzymuje 1 punkt za zapisanie tego wielomianu w postaci
iloczynu

(1+ x“)(1+ X+ X+ x3),
a za zapisanie, ze 1+ X+ X" +x° = (1+ X)(1+ X2) I uzasadnienie podzielnos$ci otrzymuje
2 punkty.

Il sposéb rozwiazania
Zauwazamy, ze suma 1+ 2013+ 2013° +2013° +2013" +2013° +2013° +- 2013’ jest sumg

oSmiu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, w ktorym a, =1, q=2013

i a, =2013".
Stad
,1-2013 (1-2013')(1+2013%) (1-2013%)(1+20137)(1+2013")
877 1-2013 1-2013 B 1-2013 B
_ 2 4
_ £1/261§5 (1+ 2013)(1+ 2013 )(1+ 2013 ) o1a. (1+ e )(1+ 20134)

12013

Zatem liczba (1+2013)(1+2013") jest dzielnikiem liczby

142013+ 2013% + 2013° +2013* +2013° + 2013° + 2013’ .

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

ZdAJACY OLTZYINUJE ......oovvenviiiieiitieiieiieie ettt sttt e et et et st e be s e e s e e tebesbenbesbenreas 1 pkt
gdy:
e zauwazy, ze liczba 142013+ 2013% +2013° +2013" + 2013° + 2013° + 2013’ jest sumg
o$miu wyrazéw ciggu geometrycznego, w ktorym a, =1, q=2013 i a, = 2013’

albo
3
e zapisze, ze S :1-% :
1-2013
Zdajacy OLIZYINUJE ..........oooviiiiiiiiiiiie ittt et b e b sbeenneannen 2 pkt

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie 1 zapisze

1+2013+2013% +2013° +2013" +2013° +2013° +2013" = (1+ 2013)(1+ 20132 )(1+ 20134) .

111 sposob rozwiazania
Zauwazamy, ze liczbe 1+ 2013+ 2013 +2013° +2013" + 2013 + 2013° + 2013" mozna zapisaé

w postaci, np.: (1+2013")+2013(1+2013" ) + 2013 (1+2013" ) + 2013° (1+ 2013 ) =

=(1+2013")(1+2013+2013° +2013° ) = (1+ 20134)[(1+ 2013%)+2013(1+ 20132)] =
= (1+2013")[ (1+2013°) + 2013(1+2013°) | = (1+2013*) 1+ 2013° ) (1+2013).
Zatem liczba (1+2013°)(1+2013") jest dzielnikiem liczby 1+2013+2013 +...+2013".
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Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Zdajacy OtIZYIUJE ..........ocoviiiiiiiiiiiie ittt e et nn e 1 pkt
gdy zapisze liczbg 1+2013+2013 +...+2013" w postaci (1+2013" )(1+2013+2013" +2013°)

i nie zauwazy, ze liczbe (1+ 2013+2013% + 20133) mozna zapisa¢ w postaci (1+ 2013° ) (1+ 2013) .

ZdAaJACY OLTZYTIUJE ......o.oeiviiiiiiiiiiiiiete ettt 2 pkt
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadania 31. (2 pkt)

Nieskonczony ciagg geometryczny (an) jest okreslony wzorem a, =7 .3 dla n>1. Oblicz
iloraz g tego ciagu.

Rozwiazanie (I sposob)

Poniewaz ciag (an) jest geometryczny, wigc wystarczy obliczy¢ dwa kolejne wyrazy tego

ciggu, np. & =7-3"=7-9 oraz a,=7-3*"=7-27. lloraz ciagu (a,) jest wiec rowny
a, 1-27

q _————™—
8 79

3.

Rozwiazanie (II sposob)
Pierwszy wyraz ciaggu (an) jestrowny ay =7- 34! =63. Poniewaz ciag (an) jest

geometryczny oraz a, =7-3"=7.3".3'=21.3" =63.3" =3, -3", wiec ze wzoru na n-ty
wyraz ciggu geometrycznego wynika, ze iloraz tego ciggu jest rowny =3.

Rozwigzanie (II1 sposob)

Poniewaz wszystkie wyraz ciaggu (an) sa rozne od zera, wigc iloraz q tego ciagu jest rowny
an+1 _ /7/ _3(n+1)+1
an /7/ . 3n+l

Rozwiazanie (IV sposdb)

Dla kazdego n>1mamy a_, =7-3"9" =7.3"1.3'=3.7.3" =3.a_, wiec ciag (a,)
jest geometryczny, a jego iloraz jest rowny 3.

=3 dla n>1.

Schemat oceniania

Zdajacy O TZYINUJE ........oooviiiiiiiiiiiie ittt ettt b e e nreen e 1 pkt
gdy
e obliczy dwa kolejne wyrazy ciggu (a,), np.: 8, =7-3""=7-9 oraz a, =7-3** =7.27
oraz poprawnie zapisze relacje migdzy tymi wyrazami, np.: a, =4a,-¢ i natym
poprzestanie lub biednie obliczy iloraz ciggu
albo
e obliczy pierwszy wyraz ciggu i zapisze N-ty wyraz ciggu w postaci a, =63-3"" i na
tym poprzestanie lub btgdnie poda iloraz ciggu.
albo
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e Wwyznaczy n+1 wyraz ciagu (an) oraz poprawnie zapisze relacj¢ miedzy wyrazami,

a . . . . . .
np.: q= a"—“ lub a,, =a,-q inatym poprzestanie lub btednie obliczy iloraz ciagu.

Zdajacy OLIZYINUJE ..........cooviiiiiiiiiiiiie ettt b e r e 2 pkt
gdy obliczy iloraz q: q=3.

Uwaga

Jezeli zdajacy poda od razu iloraz ciggu g =3, to otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 32. (4 pkt)

Podstawa graniastostupa ABCDEFGH jest prostokat ABCD (zobacz rysunek), ktorego
krotszy bok ma dlugos¢ 3. Przekatna prostokata ABCD tworzy z jego dtuzszym bokiem kat

30°. Przekatna HB graniastostupa tworzy z ptaszczyzng jego podstawy kat 60°.Oblicz
objetos¢ tego graniastostupa.

Rozwiazanie (krawedz podstawy AB, przekatna BD 1 wysoko$¢ DH graniastostupa)
H G

60°
30°

Uwaga

Strategia rozwigzania tego zadania sprowadza si¢ do realizacji nastepujacych etapow
rozwigzania:
e obliczenie dtugosci dtuzszej krawedzi podstawy graniastostupa, ew. dlugosci
przekatnej podstawy 1 wysokosci tego graniastostupa
e obliczenie pola podstawy graniastostupa
e obliczenie objetosci ostrostupa.
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Niech |AD| = 3. Z definicji tangensa kata ostrego w trdjkacie prostokatnym ABD wynika, ze
|AD|
|AB]

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do trojkata ABD otrzymujemy

2
BD| :a/32 +(3V3) =s.
Pole P podstawy graniastostupa (pole prostokata ABCD) jest rowne: P = 9\/§ :
A teraz z definicji tangensa kata ostrego w trojkacie prostokatnym BDH otrzymujemy, ze
|BH]
[BD|
Obliczamy zatem objeto$¢ graniastostupa ABCDEFGH: V = 93643 =162.

=1930°, stad | AB| = 34/3.

=1g60°, stad |DH|=6+/3.

Schemat oceniania rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATMA ..ottt ettt ne e nr e e e e 1 pkt
Obliczenie

o dhugosci dluzszej krawedzi podstawy graniastostupa: |AB| = 3\/§
albo
e dlugosci przekatnej podstawy graniastostupa: |BD| =

Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny PoStep ...........cccovvviiiiiiiiiiii i 2 pkt
Obliczenie
e dhlugosci dtuzszej krawedzi podstawy graniastostupa i dlugosci przekatnej podstawy
graniastostupa: |AB| =33, |BD| =
albo

e pola podstawy graniastostupa: P = | BC| . | BD| -5in60°=3-6- g =9.3.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................cccooiiiiiin 3 pkt
Obliczenie

e dlugosci dluzszej krawedzi podstawy graniastostupa 1 dtugosci przekatnej podstawy
graniastostupa i wysokoS$ci graniastostupa: |AB|:3«/§ : |BD| :6,|DH| :6\@

albo
e pola podstawy graniastostupa i wysokosci graniastostupa:
Paco = 93 ,|DH| =643.
ROZWIQZanie PEIe .............cooco it 4 pkt

Obliczenie objetosci graniastostupa: V =162.

Uwaga

Zdajacy moze zauwazy¢, ze trojkat ABD jest ,,potowq” trojkata rownobocznego, w ktorym

polowa dhugos$ci boku jest rowna 3, pole podstawy graniastostupa jest rowne polu takiego
6°\/3

trojkata rownobocznego 1 od razu zapisac, ze |AB| =33, |BD| =6, Pygep = T\/_ =9.3.

Podobnie moze zauwazy¢, ze trojkat BHD jest ,,polowa” trojkata rownobocznego, w ktorym
polowa dhugosci boku jest rowna 6 1 od razu zapisaé |DH | = 6\/5 .
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Zadanie 33. (5 pkt)

Grupa znajomych wykupita wspélnie dostep do Internetu na okres jednego roku. Optata
miesigczna wynosita 120 ztotych. Podzielono te kwote na réwne czgsci, by kazdy
ze znajomych pftacit tyle samo. Po uptywie miesigca do grupy dotaczyty jeszcze dwie osoby
I wowczas oplata miesigczna przypadajagca na kazdego uzytkownika zmniejszyla sie
0 5 ztotych. Ile osob liczyta ta grupa w pierwszym miesigcu uzytkowania Internetu?

I sposob rozwiazania

Niech x oznacza liczbg 0sdb, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do Internetu, za$
y — oplate przypadajaca na kazda z tych osob (w zt). Koszt wykupienia dostepu do Internetu
opisuje rownanie X-y=120.
Gdy do grupy dotaczyly jeszcze dwie osoby, to oplata przypadajaca na kazdego
uzytkownika zmniejszyta si¢ o 5 ztotych miesiecznie. Otrzymujemy zatem rownanie:
(x+2)-(y—5)=120.
Rozwigzujemy uktad rownan
X-y =120

{(x+2)-(y—5)=120 '
Drugie rownanie mozemy zapisa¢ w postaci

Xy —5x+2y-10=120.
Stad i z pierwszego roOwnania otrzymujemy

120-5x+2y-10=120,

2y =5x+10,

5
=—X+5.
y 2
Podstawiamy do pierwszego rownania uktadu i otrzymujemy

x(§x+5j:120,
2

gx2+5x—120:0,

X2 +2x—48=0.
A=4+192=196=14%
Zatem
-2-14 -2+14
=—=—8’ X2= =
2 2

Pierwsze z rozwigzan odrzucamy, gdyz liczba 0sdb nie moze by¢ ujemna. Zatem
W pierwszym miesigcu uzytkowania Internetu grupa liczyta 6 osob.

Uwaga

Z rownania 120-5x+2y-10=120 mozemy takze wyznaczy¢ X = % y—2. Wowczas

2
—y-21|y=120,
(Sy jy

%yz—Zy—120:O,

otrzymujmy réwnanie
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y>—5y—-300=0.
A =25+1200=1225=35%°
Zatem
5-35 5+35
ylz—:—15’ y2: =
2
Pierwsze z rozwigzan odrzucamy, gdyz optata nie moze by¢ ujemna. Gdy y =20, to wtedy

X= % -20—2=6. Zatem w pierwszym miesigcu uzytkowania Internetu grupa liczyta 6 osob.

20,

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozZwigzania Zadania ... 1 pkt
Zapisanie zalezno$ci miedzy X — iloscig oséb w grupie i Yy — optatg przypadajaca na kazda
Z tych osob, np.:

e Xx-y=120
albo

e (x+2)-(y-5)=120.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny POSteP ..........cccocoeiiiiiiiiiiiie e 2 pkt
x-y =120
(x+2)-(y—5)=120.

Zapisanie uktadu rownan z niewiadomymi X i y, np. {

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................cccoooiiii 3 pkt
Zapisanie rownania z jedng niewiadoma x lub y, np:

x(gx+5j=120 Iub(éy—Z)-y:ﬂO Iub(x+2)[@—5]=120 lub (@+2j(y—5)=120.
X y

Uwaga

Zdajacy nie musi zapisywaé uktadu rownan, moze bezposrednio zapisa¢ roéwnanie z jedna

niewiadoma.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ................ccccoooiiii, 4 pkt
e zapisanie réwnania kwadratowego z niewiadomg X 1 rozwigzanie tego rOwnania

Z btedem rachunkowym
albo
e Dbezbledne rozwigzanie rdwnania z niewiadoma Y 1 nie obliczenie liczby osob, ktoére
W pierwszym miesigcu wykupily dostgp do Internetu
albo
e rozwigzanie réwnania z niewiadomg y z bledem rachunkowym i konsekwentne
obliczenie liczby osob, ktére w pierwszym miesigcu wykupity dostep do Internetu.

Rozwiazanie pelne ... 5 pkt
Obliczenie liczby 0sob, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do Internetu: 6.

I1 sposéb rozwigzania
Niech x oznacza liczbe 0s6b, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do Internetu.

120
Wtedy optata przypadajaca na kazda z tych osob jest rowna ~ zt. Gdy do grupy dolaczyly

jeszcze dwie osoby, to liczba 0sob w grupie jest wtedy rowna X+ 2, wiec oplata
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przypadajgca wowczas na kazdego uzytkownika jest rowna zt. Poniewaz optata

X+2

zmniejszyla si¢ o 5 zl, wiec otrzymujemy rownanie

120 120

—=—-+5,

X X+2

Przeksztatcamy je do postaci

X* +2x—-48=0.

A=4+192=196=14°
Zatem
_—2-14 -2+14

—:—8,X = =
2 L2

Pierwsze z rozwigzan odrzucamy, gdyz liczba oséb nie moze by¢ ujemna. Zatem
W pierwszym miesigcu uzytkowania Internetu grupa liczyta 6 0sob.

Schemat oceniania |l sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZWIigZania Zadania ................ccoooiiiiiii 1 pkt
Przyjecie oznaczenia, np.: X - liczba 0sob, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do
Internetu oraz wyznaczenie optaty przypadajacej na jedng osobg w zaleznosci od przyjetej

. . 120
zmiennej —.
X
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny POStEP ..........cccocooeiiiiiiiiiiiiie e 2 pkt
Wyznaczenie optaty przypadajacej na jedng osobg w zaleznosci od przyjetej zmienne;j
120

W sytuacji, gdy liczba oséb zwickszyta si¢ o 2: a2
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt

L, . . 120 120
Zapisanie rownania z jedng niewiadoma: ~ = a2 +5.

+

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) .................cccoooii, 4 pkt
Zapisanie rownania kwadratowego, np. x* +2x—48=0 i rozwigzanie go z btedem
rachunkowym.

Rozwiazanie pelne ... 5 pkt

Obliczenie liczby 0sob, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do Internetu: 6.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy poréwnuje wielkosci roznych typow, to otrzymuje 0 punktow.

2. Jezeli zdajacy odgadnie liczbe osob, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do
Internetu i nie uzasadni, ze jest to jedyne rozwigzanie, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy poda liczbg 0sob, ktore w pierwszym miesigcu wykupity dostep do
Internetu 1 nie uzasadni, ze jest to jedyne rozwigzanie, ale sprawdzi, ze spetnione sg
wowczas warunki zadania, to otrzymuje 2 punkty.

4. Jezeli zdajacy systematycznie sprawdza, czy sg spelnione warunki zadania dla kolejnych
liczb od 1 do 6 1 poda liczbe 0s6b, ktére w pierwszym miesigcu wykupity dostep do
Internetu, to otrzymuje 5 punktow.
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Zadanie 34. (5 pkt)

Wierzcholki trapezu ABCD majg wspdlrzedne: A=(-1-5), B=(51), C=(13),
D =(-2,0). Napisz réwnanie okregu, ktory jest styczny do podstawy AB tego trapezu,
ajego $rodek jest punktem przecigcia si¢ prostych zawierajacych ramiona AD oraz BC
trapezu ABCD.

Rozwigzanie

Wyznaczamy rownania prostych zawierajacych ramiona AD oraz BC trapezu, odpowiednio:

=-5x-10 oraz y——1x+Z
= 2"y

Srodkiem okregu S jest punkt przecigcia sie prostych o wyznaczonych réwnaniach.
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne punktu S zapisujemy i rozwigzujemy uktad rownan:

y=-5x-10
yo iyl
2 2

1 7
Stad _EX+E =-5x-10, czyli x=-3. Zatem y=5,czyli S= (—3, 5). Zauwazmy, ze

promien szukanego okregu jest rowny odlegtosci punktu S od prostej AB. Trzeba tez
sprawdzi¢, czy punkt stycznosci okregu i prostej AB lezy na podstawie tego trapezu.
Wyznaczamy réwnanie prostej prostopadtej do prostej AB przechodzacej przez punkt S:
y =—X+ 2, a nastepnie wyznaczamy wspolrzedne punktu P przeciecia si¢ tej prostej z prosta
=—X-2
AB. Rozwigzujemy zatem uktad roéwnan {§ x4 i zapisujemy, ze P = (3, —1) .
Zauwazmy, ze punkt P lezy migdzy punktami A i B, gdyz X, =—1<X, =3<X; =5.
Obliczamy promien okregu r:
r=|SP| = /(3+3)° +(~1-5) =\72=612.
Zapisujemy rownanie okregu osrodku S i promieniu r:
(x+3)*+(y—-5)*=72.

Uwaga

Promien okregu r mozemy takze wyznaczy¢ w inny sposob:
1. Wyznaczamy réwnanie prostej AB:y=Xx—4 1 obliczamy promien

okregu: r_| S5 4| —6\/_

T

2. Obliczamy pole trojkata ABS, korzystajac ze wzoru na pole trojkata o wierzchotkach
A=(-1,-5), B=(51),S=(-35):
A

P :§(5+1)(5+5)—(1+5)(—3+1‘——‘60 12)\:36.

ABS

Pole trojkata ABS mozemy zapisa¢ w inny sposob: Pgs = |AB|

Poniewaz |AB|=\/62+62 =J72=62,t0 36=E'6«/§-I‘. Stad r:ﬁz&/i.
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Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWIQZania Zadania ...t 1 pkt

Zapisanie rOwnania prostej zawierajacej rami¢ AD trapezu albo réwnania prostej

. 1
zawierajacej rami¢ BC trapezu, odpowiednio: y =—-5x—10 albo y = ~3 X+—.

2

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny PoSteP ...........ccccovviiiiiiiiiiii e 2 pkt
Obliczenie wspoirzednych $rodka okregu S: S =(-3,5).
Uwaga

y =-5x-10
Zdajacy moze podaé rozwigzanie uktadu rownan 1 7 bez obliczen.

y="3%3
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania...................cccoooiiiiii 3 pkt

Obliczenie promienia r okregu: r = 672

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..., 4 pkt
e wyznaczenie wspotrzednych $rodka okrggu z bledem rachunkowym i konsekwentne
obliczenie dtugosci promienia okregu oraz zapisanie rOwnania okregu

albo
e obliczenie dlugo$ci promienia okrggu z btedem rachunkowym i konsekwentne
zapisanie rOwnania okrggu.

ROZWIQZanie PeIe ...t 5 pkt

Zapisanie rownania okregu osrodku S i promieniu r: (x+3)° +(y-5)*=72.

Uwaga

Jesli zdajacy odczytat z rysunku wspotrzedne srodka okregu S , nie sprawdzit, ze ten punkt
nalezy do prostych AD i BC i kontynuowat rozwigzanie do konca, to za takie rozwigzanie
moze otrzyma¢ maksymalnie 4 punkty.
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