Matura probna 2014 z matematyki-poziom podstawowy

Klucz odpowiedzi do zadan zamknietych
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Rozwiazania zadan otwartych

(zadania rozwigzal Mariusz Walkowiak, nauczyciel matematyki w Zespole Szkét Ekonomiczno-
Administracyjnych w Bydgoszczy)

Zadanie 26. Rozwiaz rownanie: L 2.
Rozwigzanie:
Wyznaczamy dziedzing: x2—4+0

(x=2)x+2)+0
Xx#F2ix+ -2

D = R\{-2,2}

3x—6
x2—4

Rozwigzujemy réwnanie:

=2 /[ (x%—4)
3x—6=2(x"-4)
3X—-6=2x*-8
3X-6-2x*+8=0
—2x*+3x+2=0

A= b?—4dac,czyli A= 32 —4(-=2)-2 =9+ 16 = 25. Stad VA= 5.

x _ —b—VA X _ —b+VA
17 24 "1 7 24
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Uwzgledniajac dziedzing: X =— 2
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Zad.27. Wykaz, ze dwusieczne dwoch sgsiednich katow roéwnolegtoboku sg prostopadte.
Rozwigzanie:

Zatozenie: pr.AE oraz pr.BE-dwusieczne katéw wewnetrznych rownolegloboku

Teza: pr.AE 1 pe.BE

Dowodd:

Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku:

Suma miar dwoch sgsiednich katow rownolegloboku jest rowna 180°, zatem:

200+ 2B =180°/:2

a+pB=90°

Korzystajac z faktu, ze suma miar katow trojkata ABE jest rowna 180° otrzymujemy:

a+p+y=180°

Podstawiajac: a + B =90° otrzymujemy:  90° +y = 180°

Stad vy =90° co oznacza, ze dwusieczne s3siednich katow rownolegloboku sg prostopadie.
cnd.

Zad.28. Wyznacz najmniejsza i najwicksza warto$¢ funkcji kwadratowej y = X2 —4x + 1
w przedziale < 3,5 >.

Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy wspotrzedna p wierzchotka paraboli nalezy do przedziatu< 3,5 >.

Obliczamy p = —

2a
Y o ec3ss
P=91~ ’

Obliczamy warto$ci funkcji na koncach przedziatu < 3,5 >:
f(3)=32-4-3+1=9—-12+1=-2
f(5)=52—-4-54+1=25-20+1=6

Odp.: Najwicksza warto$¢ funkcji y = x> —4x + 1 w przedziale <3,5 > jest réwna 6,
a najmniejsza —2.



Zad.29. Ze zbioru liczb trzycyfrowych mniejszych od 500 wybieramy losowo jedng liczbe.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie to liczba podzielna przez 3 lub przez 5?

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy:
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A n B), gdzie
A — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 3,
B — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 5,
ANB — zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby podzielnej przez 3 1 5, czyli przez 15.
Liczb trzycyfrowych mniejszych od 500 jest 499 — 99 = 400. Zatem Q. = 400.
Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A:
499:3 = 166,(6). Zatem liczb mniejszych od 500 podzielnych przez 3 jest 166.

99:3 = 33, czyli liczb mniejszych od 100 podzielnych przez 3 jest 33. Stad liczb
trzycyfrowych podzielnych przez 3, mniejszych od 500 jest 166 — 33 = 133. Wiec A = 133.

_ 133

" 400

fo][|

P(A) =
Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia B:

499:5 = 99.8. Zatem liczb mniejszych od 500 podzielnych przez 5 jest 99.

99:5 = 19,8, czyli liczb mniejszych od 100 podzielnych przez 5 jest 19. Stad liczb
trzycyfrowych podzielnych przez 5, mniejszych od 500 jest 99 — 19 = 80. Wiec B = 80.

80

P(B) = 400

2| @

Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia A N B:
499:15 = 33,2(6). Zatem liczb mniejszych od 500 podzielnych przez 15 jest 33.

99:15 = 6,6, czyli liczb mniejszych od 100 podzielnych przez 15 jest 6. Stad liczb
trzycyfrowych podzielnych przez 15, mniejszych od 500 jest 33 — 6 =27. Wiecc AN B = 27.

AnB _ 27
Q 400

P(ANB) =

Teraz podstawiamy do wzoru na prawdopodobienstwo sumy:

133 80 27 186 93

P(AUB) = — = =
( ) 400+400 400 400 200

Odp.: Prawdopodobienstwo wylosowania liczby trzycyfrowej mniejszej od 500 podzielnej

i , 93
przez 3 lub 5 jest rbwne —.
200



Zad.30. Wykaz, ze jezelix +y = 5,10 x? + y? 2 2
Rozwigzanie:

Zatozenie: x +y =5

25

Teza:x? +y? > =

Dowod:
x?+y* > 22—5 /2
2x% 4+ 2y? > 25
Korzystamy z zatozenia x + y = 5 i wyznaczamy y = 5 — x.
Podstawiamy i otrzymujemy:
2x2 4+ 2(5—x)% =25
2x% + 2(25 — 10x + x?) = 25
2x% +50 —20x +2x> —25>0
4x% —20x+25=0
Korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia:
(2x —5)2 =0

. <y L . - Iy 25 .
Powyzsza nierdwno$¢ jest prawdziwa dla x € R, zatem nieréwno$é x? + y? > 5 jest

prawdziwa, cnd.

Zad.31. Przekatne AC i BD rombu ABCD przecinajg si¢ w punkcie S = (6, —4). Wyznacz
rownanie prostej zawierajgcej przekatng AC wiedzac, ze prosta zawierajaca przekatng BD
ma rownanie 3x — 4y — 34 = 0.

Rozwigzanie:

Przyktadowy rysunek do zadania:

D3x-4y-34=0




Prostg 3x — 4y — 34 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowej:
—4y = —3x + 34 /: (—4)

3 34
y=-x—=

4 4
Przekatne rombu sg prostopadle, wiec prosta AC jest prostopadta do prostej BD.

Dwie proste s prostopadle, jesli iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych jest réwny —1,

o g . . 4
zatem wspOtczynnik kierunkowy prostej AC jest rowny — 3

Prosta AC przechodzi przez punkt C = (6, —4).

Wyznaczamy jej roOwnanie:

y=ax+b
—4=—i-6+b
3
—-4=-8+b
b=4

Odp.: Rownanie prostej zawierajgcej przekatng AC ma posta¢ y = — gx + 4.

Zad.32. Objetos¢ graniastostupa prawidtowego czworokgtnego jest rowna 224 ¢cm?, promien
okregu opisanego na podstawie ma dlugos¢ 4 cm. Wyznacz miare kata miedzy przekatnymi

sasiednich $cian bocznych wychodzacymi z tego samego wierzchotka graniastostupa.

Rozwigzanie:
H G
o}
E E
N
p
H
,
C S
d a
A a B
Oznaczenia: Dane:
a — krawedz podstawy, V = 224cm?

H — wysokos$¢ graniastostupa, r=4cm



I — promien okregu opisanego na podstawie,
d — przekatna podstawy,
p — przekatna $ciany bocznej,

o — kat miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocznych wychodzacymi z tego samego

wierzchotka graniastostupa.

T3
4 = 1d 2
= 3 /
d =8cm

Korzystamy ze wzoru na przekatng kwadratu d = av2 do obliczenia dtugosci krawedzi
podstawy:

8 =aVv2/\2
_ 8 V2 _ 82 _
a—ﬁ N A = 4\2cm

Korzystamy ze wzoru na obj¢to$¢ graniastostupa, aby obliczy¢ dlugos¢ wysokosci H:

V=Pp-H Pp = a? = (4V2)? = 32cm?
224 = 32H /:32
H =7cm.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AEH 1 obliczamy dlugos¢ przekatnej Sciany
bocznej:

H? + a? = p?

72 + (4\/5)2 — pZ

49 + 32 = p?
p? =81
p=9 p>0.
Niechﬁzia
p/B| \p




Wyznaczamy miar¢ kata B korzystajac z funkcji trygonometrycznych:

1
?d

sinf = 7 =—= 0,4444

Ol

Odczytujemy miare kata B korzystajac z tablic matematycznych f = 26°.
Zatem o = 52°.

Odp.: Miara kata miedzy przekatnymi sasiednich $cian bocznych wychodzacymi z tego
samego wierzchotka graniastostupa jest rowna 52°.

Zad.33. Samochod przejechat % trasy ze $rednig predkoscig 80 km/h. Na calej trasie $rednia

predkos¢ samochodu byta rowna 64 km/h. Oblicz z jaka $rednig predkoscig samochod
przejechat pozostatg czes¢ trasy.
Rozwigzanie:

Oznaczenia:
S — dlugos¢ trasy, s; — dtugos¢ iczqéci trasy, sy — dlugosé z trasy,
/1 . . ‘s 1 ;- ;1 3
v — predkos¢ na catej trasie, vi — predkos¢ na 5 Czesci trasy, va — predkos¢ na , trasy,

t — czas przejazdu calej trasy, t; — czas przejazdu i trasy, t, — czas przejazdu % trasy.

Dane:

v = 64km/h, v = 80km/h

3

1
) )
Korzystamy ze wzoru na predkos¢ v = %, v = ‘t*—, vy, = ‘;— Ponadto t = t; + t,.
1 2

Ze wzoru na predko$¢ wyznaczamy t, tq, ty:

S

t =—,

64

1
2 s 1 s
tl__:_._ -
80 4 80 320
25 3s 1 3s
t2:—:—-___
(%) 4 (%) 4172

Wyznaczone t, t; oraz t; podstawiamy do zaleznos$ci t = t; + t, 1 rozwigzujemy réwnanie:



s 3s
a—%+a/-320v2

5sv, =sv, +240s /:s

51]2 =7, + 240
4v, = 240 /: 4
Uy, = 60

Odp.: Srednia predko$¢ na pozostatej czesci trasy jest rowna 60km/h.

Zad.34. W trojkacie prostokatnym ABC o przeciwprostokatnej AB dane sa wierzchotki
A=(-1,-4) i C=(52). Punkt B lezy na prostej o rownaniu y = 2x — 2. Wyznacz

roOwnanie okregu opisanego na tym trojkacie.

Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy punkt A=(-1, -4) lezy na prostej y = 2x — 2
—4=2-(-1)-2

—4=-4

L=P

Zatem punkt A lezy na prostej y = 2x — 2.

Wyznaczamy rdwnanie prostej AC:

y=ax+b

{—4=—1a+b/- (-1
2=5a+b

{4=1a—b
2=5a+b




a=1
2=5a+b
2=5-1+b
b=-3
{azl
b=-3

Prosta AC ma réwnanie: y = x — 3.
Wyznaczamy rownanie prostej BC prostopadiej do AC i przechodzacej przez punkt B.

Dwie proste sg prostopadle, jesli iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych jest rowny —1,
wiec wspolczynnik kierunkowy prostej BC jest rowny —1.

y==1x+0b

Podstawiamy wspotrzgdne punktu C = (5, 2)

2=-1-5+0b.

Zatem b = 7. Réwnanie prostej BC ma posta¢: y = —x+7

Obliczamy wspotrzedne punktu B — punktu przeciecia prostych AB 1 BC rozwiazujac uktad

rownan:

{ y=2x—2
y=—-x+7/2
+ {Zyy=:—223;_+214
3y=12/:3
y=4
y=2x—2

4 =2x—2
4+2=2x
x=3

{x=3

y=4

Punkt B = (3, 4).

Trojkat ABC jest trojkatem prostokatnym, zatem $rodek okregu opisanego na tym trojkacie
jest srodkiem przeciwprostokatnej AB.



Wyznaczamy wspoétrzedne S srodka odcinka AB:

S = (XAZXB , YA'ZH/B)

s=(=2=2) = 0.

2 2

Wyznaczamy dtugos$¢ promienia R okrggu opisanego na tym trojkacie

R = |AS| = {(xs — x)% + (Vs — Ya)?

R=J(1-(-1)2+ (00— (-4)2=vV22+42=/4+16=+20

Roéwnanie okregu o $rodku S = (a, b) i promieniu r ma postaé: (x — a)? + (y — b)? =12

Odp.: Réwnanie szukanego okregu ma postaé: (x — 1)% + y? = 20



