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Egzamin maturalny z matematyki — nowa formuta

Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknigtych
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)

Rozwigz nieréwnoéé 3x° —9x < x—3.

Rozwigzanie

Rozwigzanie nierdwnos$ci kwadratowej sktada si¢ z dwoch etapow.
Pierwszy etap moze by¢ realizowany na 2 sposoby.

I sposo6b rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)

Zapisujemy trjmian w postaci 3x* —10x +3 i znajdujemy jego pierwiastki

albo

albo

e obliczamy wyrdznik tego tréjmianu:
10-8 1

A=100-4-3-3=64 istad X, =~ "3 oraz x, =

e stosujemy wzory Viecte’a:

X, - X, =1 oraz x1+x2:%,sta,d X, =3 oraz XZ:%

10+8

3

e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trojmianu lub postac iloczynowa

trojmianu, lub zaznaczajac je na wykresie

x=3,X, =% lub (x—3)(3x—1) lub 3(x—3)(x—%) lub

A

y
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11 sposob rozwiazania (realizacja pierwszego etapu)
Wyznaczamy postaé¢ kanoniczng tréjmianu kwadratowego 3x* —10x+3 i zapisujemy
nierowno$¢ w postaci, np.

2 2
3(X—§j —Eso,stqu (x—§ _16 <0,
3 3 3 9

a nastgpnie
e przeksztalcamy nierdwnosc¢ tak, aby jej lewa strona byta zapisana w postaci iloczynu

35
e

e przeksztalcamy nierdowno$¢ do postaci rownowaznej, korzystajac z wtasnosci wartosci
bezwzglednej

Drugi etap rozwigzania:
Podajemy zbior rozwigzan nierownosci: <%, 3> lub x e <%, 3> :

Schemat oceniania
ZdaJACY OLTZYINUJE ......c.veviiiiiiitieiieieie ettt ettt et e et et e sbesbesbesbeeseeseeseeeesbenbestesrenrens 1 pkt
gdy:
o zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior
rozwigzan nierdéwnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego X, =3, X, = 3

1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierownosci,
o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f (x) =3x*—10x+3

1 na tym poprzestanie lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci,
o roztozy tréjmian kwadratowy 3x* —10x +3 na czynniki liniowe, np.

3(x—3) [x - %) i na tym poprzestanie lub btednie rozwiaze nierownosc,

. _ . S5 _4. : : . .,
o zapisze nierownosc X ~3 < 3 1 na tym poprzestanie lub blednie zapisze zbior

rozwigzan nierownosci,
albo
o realizujac pierwszy etap popeini btad (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki)
I konsekwentnie do tego rozwigze nierownos¢, np.
o popelni btad rachunkowy przy obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkow
trojmianu kwadratowego i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwiaze
nierownosc,
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o blednie zapisze rownania wynikajace ze wzorow Viéte’a, np.: X, +X, = 3
i konsekwentnie do popetnionego btedu rozwigze nierownos$¢,
o Dblednie zapisze nieréwnos$¢, np.

X+g Sg I konsekwentnie do popelnionego

btedu rozwiaze nierownos¢.

Zdajacy OLIZYINUJE .........cccviiiiiiiiiiiiiit ettt b e e e e re e 2 pkt
gdy:

e poda zbidr rozwigzan nierownosci: <%, 3> lub x e <%, 3>

albo
e sporzadzi ilustracj¢ geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbidr rozwigzan
nierdwnos$ci w postaci: £ <X<3
albo

e poda zbiér rozwigzan nierdbwnosci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow

+

w .9
<Y

1
3
Uwaga
Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu X, =3, X, =% | zapisze, np.
Xe <—%, 3> , popetniajac tym samym blad przy przepisywaniu jednego z pierwiastkow, to za

takie rozwigzanie otrzymuje 2 punkty.

Zadanie 27. (0-2)
Rozwiaz rownanie X(X2 —2X+ 3) =0.

Rozwigzanie

I sposob rozwiazania
Z wlasnosci iloczynu otrzymujemy X=0 lub x* —2x+3=0.

Réwnanie kwadratowe nie ma rozwigzan, poniewaz wyrdznik trojmianu X° —2x+3 jest
ujemny (A =-8).

Zatem jedynym rozwigzaniem roOwnania jest X=0.
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Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Z.dajacy OLIZYINUJE .........ccoveiiiireeiieiieiee st e testeeste e e steeste e e e steesteasaestaesseaseesseesaeaneesreenreaneens 1 pkt
gdy poda rozwigzanie X =0 ina tym poprzestanie lub popetni btad przy rozwigzywaniu rownania
x* —2Xx+3=0.

Zdajacy OtIZYINUJE .........ccoviiiiiiiiiiiii ittt e e e e r e 2 pkt
gdy wyznaczy bezblednie rozwigzanie réwnania: X =0 i poprawnie uzasadni, Ze rOwnanie nie

ma innych rozwigzan, np. przez wyznaczenie ujemnego wyréznika trojmianu x> —2x+3.

Zadanie 28. (0-2)

Czworokat ABCD wpisano w okrag tak, ze bok AB jest $rednica tego okregu (zobacz rysunek).
AC|’.

Udowodnij, ze |AD|2 +|BD|2 = |BC|2 +

Dowdd

Kat ADB jest prosty, jako kat wpisany w okrag oparty na jego Srednicy.
Podobnie stwierdzamy, ze kat ACB jest prosty.

Z twierdzenia Pitagorasa dla tych trojkatow prostokatnych otrzymujemy

|AB|* =|AD|” +|BD|" oraz |AB|* =|AC|" +|BC|’.
Poréwnujac prawe strony tych réwnosci otrzymujemy teze. To konczy dowdd.

Schemat oceniania
Zdajacy OtIZYIUJE. .........cccviiiiiiiiiiitc ittt 1 pkt
gdy zauwazy, ze katy ADB i ACB sg proste, wykorzysta twierdzenie Pitagorasa

i zapisze réwnosci: |AB|2 = |AD|2 +|BD|2, |AB|2 =|AC|2 +|BC|2 i na tym poprzestanie lub

dalej popetnia bledy.

Zdajacy O TZYIUJE. .........coouiiiiiiietiiie ittt ettt bbb e e e b e 2 pkt
gdy uzasadni réwnos¢.
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Zadanie 29. (0-2)

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych X, y prawdziwa jest nierownos¢
3x* +5y* —4xy >0.

I sposob rozwiazania
Nierownosé 3x* +5y” —4xy >0 przeksztatcamy w sposob rownowazny

X2 —4xy +4y° +2x* +y* >0,
(x—2y)2 +2x° +y*>0.
Ta nierowno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych X i y, gdyz kwadrat kazdej
liczby rzeczywistej jest nieujemny i suma kwadratdw liczb nieujemnych rowniez jest
nieujemna.
Uwaga!
Nierownosé 3x* +5y” —4xy >0 mozemy przeksztatci¢ w sposob réwnowazny w nieco inny
sposob:
2X* —Axy +2y° + x> +3y* >0,
2(x2 —2Xy + y2)+x2 +3y? >0
2(x— y)2 +x?+3y*>0.
Ta nierowno$¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych X i y, gdyz kwadrat kazde;j
liczby rzeczywistej jest nieujemny i suma kwadratéw liczb nieujemnych rowniez jest

nieujemna.
To konczy dowod.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Zdajacy OLTZYINUJE .........cooviiiiiiiiiiiii ittt nb e n e e nr e 1 pkt
gdy zapisze nier6wno$¢ w postaci rOwnowaznej

. (x—2y)2 +2x°+y*>0
albo
o 2(x- y)2 +x*+3y*>0
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.
Zdajacy O TZYINUJE .........oooviiiiiiiiiiiiie ittt b e e bt e reenreanne 2 pkt

. . J rr . s . . 2
gdy zapisze nierowno$¢ w postaci rownowaznej (X—2y) +2x*+y? >0 lub

2(x— y)2 +x?+3y? >0 i uzasadni jej prawdziwos¢.

11 sposob rozwiazania
Nierowno$é 3x° —4xy +5y° > 0 mozemy potraktowaé, jak nieréwnosé¢ kwadratowa

Z niewiadomg X. Wyrdznik trojmianu po lewej stronie nierownosci jest rowny
A=(-4y)* -4-3-(5y?)=—44y? <0.

Stad i z faktu, ze wspotczynnik przy x* tréjmianu f (X) = 3x* —4xy +5y? jest dodatni

wynika, ze trojmian ten przyjmuje tylko wartosci nieujemne. To konczy dowdd.
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Schemat oceniania Il spsosobu
Zdajacy OLIZYINUJE .........cccviiiiiiiiiiiiiie ettt eenr e 1 pkt

gdy wyznaczy wyréznik tréjmianu f (x) =3x* —4xy +5y°: A =—-44y* inatym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Z.dajacy OLIZYINUJE .........cccveiiiiiieieiie it e sieeiesteeste e s e e ste s e e sbeesteasaesre e teaseesseesaeaneesreenreaneens 2 pkt
gdy wyznaczy wyrdznik trojmianu f (x) = 3x* —4xy +5y?, zapisze, ze jest on niedodatni
I wyciagnie wniosek, ze trojmian przyjmuje tylko warto$ci nieujemne.

Zadanie 30. (0-2)

Funkcja kwadratowa f dla x = -3 przyjmuje warto$¢ najwigksza rowna 4. Do wykresu funkcji
f nalezy punkt A=(-1,3). Zapisz wzor funkcji kwadratowej f.

I sposéb rozwiazania

Wykorzystujac fakt, ze dla x = -3 funkcja kwadratowa f przyjmuje warto$¢ najwigksza rowng
4, mozemy zapisaé: f(x)=a-(x +3)2 +4.

Punkt A= (—1, 3) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy obliczy¢ warto§¢ wspotczynnika

a: a-(—1+3)2+4=3, stad a:—%.

Zapisujemy wzor funkcji f w postaci f (x)= —% (x+ 3)2 +4.

Schemat oceniania | sposobu rozwiazania
Z.daJACY OLTZYIMNUJE «evererernrersrnressnrssssnnsssnnnersinieiinieiiteeesieeasteesssesssseesssnessseessseesssseesssnessene b P
gdy
e Zapisze wzor funkcji, w ktorym nieznany jest tylko wspdlczynnik stojacy przy X2, np.
f (x)=a-(x+3)2 +4,

albo

e popehni btad rachunkowy przy obliczeniu wspolczynnika a i konsekwentnie do
popelnionego btedu zapisze wzor funkcji kwadratowe; f.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..ueeeueererressuneserssanossssssnosssssssnssssnesneaneesinsasueesseassessisesssessssesssesssneeneesees2 P
gdy zapisze wzor funkcji kwadratowej f :np. f(x)= —% -(x +3)2 +4.
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11 sposob rozwiazania

Funkcja kwadratowa moze by¢ opisana wzorem f (x) = ax® +bx+c .
Wykorzystujac fakt, ze funkcja kwadratowa f przyjmuje wartos¢ najwicksza dla x =-3,

mozemy zapisa¢: — =—3.
2a

Stad b=6a, czyli f(x) =ax®+6ax+c.

Punkt W =(-3,4) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy zapisa¢: 4=9a—18a+c
Stad c=9a+4, czyli f (x) =ax®+6ax+9a+4.

Punkt A=(-1,3) nalezy do wykresu funkcji, zatem mozemy obliczy¢ warto$¢

wspotczynnika a: a—6a+9a+4=3, stad a= —% .

Cs 7
Wyznaczamy wartosci b ic: b= —g , C=

Zapisujemy wzor funkcji f: f(x) = —% XS —=X+—.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
ZdaJACY OLTZYIMIUE ........ooiiiiiiieiiieiie ettt ettt e e e e b e s e s b e e nn e e be e nnneeneesnnas 1p.
gdy
e Zapisze wzér funkcji, w ktorym nieznany jest tylko jeden wspotczynnik trdjmianu
kwadratowego f(x)=ax?+bx+c, np. f(x)=ax’*+6ax+9a+4,

albo

e popelni btedy rachunkowe przy obliczeniu wspotczynnikow a, b, ¢ i konsekwentnie do
popelnionych btedow zapisze wzor funkcji kwadratowe; f.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE .overerrerereesssnosersssnessasssssossassssssssassrssesssesssesssseessseassessnsessessssesssessssessesssnes2 o
gdy zapisze wzor funkcji kwadratowej f :np. f(x) = —% — % X+ % .



Egzamin maturalny z matematyki — nowa formuta
Rozwigzania zadan i schemat punktowania — poziom podstawowy

Zadanie 31. (0-2)

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losowo wybieramy jedng liczbe. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze otrzymamy liczbe podzielng przez
8 lub liczbg podzielng przez 12.

Rozwiazanie
Zbior zdarzen elementarnych Q zawiera 90 liczb naturalnych dwucyfrowych. Jest to model

klasyczny. Wsrod tych liczb jest jedenascie liczb podzielnych przez 8, osiem liczb
podzielnych przez 12 oraz cztery liczby podzielne zarowno przez 8, jak i przez 12. Zatem

|A|=11+8-4=15.Stad P(A) b6
90 6
Schemat oceniania
ZAaJACY OLTZYIMUJE.......c.eieiiiiiieiie ettt ettt ettt et e e e e et e e enn e e sbe e s nn e e b e e snneenneeannas 1p.
gdy zapisze, ze |A| =15
albo

zapisze, ze |Q| =90

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ZAaJACY OLTZYIMUJE ......cuviiiiiiiieiieeie ettt e b e et et e e e e e s be e s e e e nbe e snneenneeannas 2p.
gdy obliczy i zapisze, ze P(A)===.

Uwaga
Jezeli otrzymany wynik koncowy jest liczbg wigksza od 1, to zdajacy otrzymuje 0 punktow
za calte rozwigzanie.
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Zadanie 32. (0-4)

Dany jest nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny (an) , dla n>1, taki, ze a, =18. Wyrazy
a,, a, oraz a, tego ciagu sa odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem pewnego

ciggu geometrycznego. Wyznacz wzOr na N-ty wyraz ciaggu (an) :

Rozwiazanie
Zapisujemy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego (an) w zaleznoS$ci od a; oraz r — rdznicy
ciagu: a =a;,—4r, a,=a,—2r, a,=a;+8r ipo podstawieniu a;=18 otrzymujemy:
a=18-4r, a,=18-2r, a,;=18+8r
Wyrazy te s odpowiednio pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu geometrycznego (bn)
. Wykorzystujac wlasnosci ciggu geometrycznego zapisujemy roéwnanie:
(18-2r)" =(18—4r)-(18+8r),
ktore nastepnie przeksztalcamy rownowaznie
324—72r +4r® =324—T72r +144r —32r?,
36r>—144r =0.
Rozwigzaniami tego rownania sg: r =4, r =0.

Rozwiazanie r = 0odrzucamy (ciag (a,) jest rosngcy) i obliczamy a,: a, =18-4-4=2.
Wyznaczamy n-ty wyraz ciggu (&, ): a, =2+(n—-1)-4=4n-2.

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZWigzania Zadania ................cccoooiiiiiii 1 pkt

Zdajacy zapisze kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego (an) w zaleznosci od a, oraz
r —réznicy ciagu, np.: 8 =a. —4r, a,=a,—2r, a, =a, +8r

lub

a =18-4r, a,=18-2r, a, =18+8r

1 na tym poprzestanie lub dalej popeini biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ................cccooviiiiniiiiii 2 pkt
Zdajacy zastosuje wlasno$ci ciggu geometrycznego i zapisze rownanie, wynikajace z tych

wlasnosci: np. (18—2r)" =(18—4r)-(18+8r) lub 36r> —144r =0 i na tym poprzestanie lub
dalej popeini biedy.
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Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ..............c.cccooooiiiiiiis 3 pkt
Zdajacy
- rozwiaze rownanie kwadratowe: r =4 lub r =0 i nie odrzuci rozwigzania r =0.
albo
- Wyznaczy pierwszy wyraz ciggu (a,): a, =2 inatym poprzestanie
albo
- popelni blad przy wyznaczaniu n-tego wyrazu ciagu (a, ).
Rozwiazanie pelne ... 4 pkt

Zdajacy wyznaczy wzOr na N-ty wyraz ciggu (an ) ra,=4n-2.

Zadanie 33. (0-4)

Dany jest trdjkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC| =|BC| . Ponadto wiadomo, ze
A= (—2, 4) i B= (6, - 2) . Wierzchotek C nalezy do osi Oy. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C.

I sposdb rozwiazania

Wyznaczamy wspdlrzedne wierzchotka C: C =(0,y).
Wierzcholek C nalezy do symetralnej odcinka AB (bo trojkat ABC jest rownoramienny,

|AC|=|BC|). Stad mamy rownanie \/22+(y—4)2 :\/62+(y+2)2 :

Przeksztatcamy rownanie do postaci: 4+ y*> —8y+16 =36+ y*>+4y+4 iobliczamyy: y = —g

Szukanym punktem C jest: C =(0,—§).

Schemat oceniania | sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZAMIA ......oiviiiiiiiii et 1 pkt
Zdajacy ustali, ze pierwsza wspotrzedna punktu C jest rowna 0, zapisze wspotrzedne

punktu C: C=(0,y)

I na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny postep ...........ccccccovviiiiiiiiiiii 2 pkt

Zdajacy wyznaczy |AC|= ,,22 +(y—4)2 oraz|AB| = «/62 +(y+ 2)2

1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnoSci zadania...........cccceoeviiiiiiiiiiii 3 pkt

Zdajacy zapisze rownanie z niewiadoma y: \/22 +(y —4)2 = \/62 +(y+ 2)2 lub
4+y* -8y +16=36+Yy° +4y+4 inatym poprzestanie lub dalej popelni btedy.
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ROZWIazanie PEIe ...............ccooiiiiii e 4 pkt
Zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C: C = (0, —%j :

11 sposob rozwiazania

Obliczamy wspoétrzedne $rodka odcinka AB: S =(2,1). Zauwazamy, ze punkt C nalezy do
symetralnej odcinka AB. Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do proste;j
AB: a= % 1 znajdujemy jej roOwnanie: 4x—3y—5=0. Poniewaz punkt C nalezy jednoczesnie

do osi Oy, zatem jego pierwsza wspotrzedna jest rowna 0:

4x-3y-5=0 5
. Stad mamy y=——.
x=0 3

Szukanym punktem C jest: C =(0,—§).

Schemat oceniania Il spesobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIGZAMIA .....o.viviiiiiiciiciie ettt bbbttt s e et b b st s be et e e b e e ne et et e e 1 pkt
Zdajacy:

wyznaczy wspotrzedne rodka odcinka AB: S =(2,1)
albo

3
wyznaczy wspotczynnik kierunkowy prostej AB: a = ~2

1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia biedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POStep ..........ccccooviiiiiiiiiii e 2 pkt
Zdajacy:

wyznaczy wspotrzedne srodka odcinka AB: S =(2,1)
oraz

3
wyznaczy wspolczynnik kierunkowy prostej AB: a= ~2

1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................ccccooiiin 3 pkt
Zdajacy wyznaczy rownanie symetralnej odcinka AB: 4x—3y—-5=0.

ROZWIazZanie Pele .......cueoueieinennueinninennnensennensaeenii 4 pkt

Zdajacy obliczy wspotrzedne punktu C: C =( ,——j :
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Zadanie 34. (0-5)

Objetosc ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCS jest rowna 27«/5. Dhugos¢ krawedzi

AB podstawy ostrostupa jest rowna 6 (zobacz rysunek). Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa.

Rozwiazanie S

| —0

A E B

Obliczamy pole podstawy ostrostupa: P = =93. Oznaczmy wysokos$¢ ostrostupa

6°\/3
4
|SO| =H, wowczas objetos¢ ostrostupa jest rowna: V = %9\/5 -H.

Z tresci zadania objetos¢ ostrostupa jest rowna 27«/5 , stad otrzymujemy réwnanie:
27[=%~9~J§~ H .

Zatem H =9.
Wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa SE obliczymy z trdjkata prostokatnego SOE, w ktorym

|OE|= —|CE| czyli |0E|—1 6J_ =3.
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2
Z twierdzenia Pitagorasa dla tego trojkata otrzymujemy rownanie: (\/§) +9° = |SE ? , stad

|SE| =+/84 =2/21.

Obliczamy pole powierzchni catkowitej ostrostupa:

PC=%m-i-a-z\/ﬁ:gﬁu&/ﬁ:9(J§+2JZ).

4 2

Schemat oceniania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
roZWigzania Zadania ... 1 pkt

Zdajacy obliczy pole podstawy ostrostupa: P = NE]
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny Postep ...........ccoccooiiiiiiiiiiiiiee e 2 pkt
Zdajgcy obliczy wysoko§¢ ostrostupa i dtugosé odcinka OE: H =9, |OE|= J3
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..................cccooiiiiiin 3 pkt
Zdajgcy obliczy wysokos¢ $ciany bocznej SE ostrostupa: |SE| = J84 =221,

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...............ccccoooiiiiiiiinii, 4 pkt

Rozwiazanie pelne ..............ccoooiiiiiiiii 5 pkt
Zdajacy obliczy pole powierzchni catkowitej ostrostupa: P, = 93 +18y21 = 9(\/§ + 2@) .



