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Matura z matematyki — poziom podstawowy — 2015
Kryteria oceniania odpowiedzi

Klucz punktowania zadan zamknietych

;\alfi 1|12 |3 |4|5|6|7 8|9 |10|11|12|13 |14 15|16 (17 18|19 |20 |21 |22 |23 |24 |25
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (2 pkt)
Rozwiaz rdwnanie -7 ,gdziex#0 1 x#2.
X 2x—4

Rozwigzanie

Rownanie ma sens, gdy x#0 1 x#2.

Przeksztatcajac rownanie w sposob rOwnowazny, otrzymujemy
2x—-4 X

=0,
X 2x—4
(2)6—4)2 -x'
x(2x—4)
Stad
(2x—4) —x*=0,

3x* —16x+16=0.
Wyrdznik tréjmianu 3x> —16x+16 jest rowny A =16>—4-3-16 = 64, wiec pierwiastkami tego
trjmianu sg liczby x, =% , X, =4. Obie te liczby sa rozwigzaniami rownania.
Uwaga
Mozemy takze wykorzysta¢ wlasno$¢ proporcji (iloczyn wyrazéw skrajnych jest rowny

iloczynowi wyrazéw $rodkowych) i wowczas otrzymujemy (2x— 4)2 =x°.

Schemat oceniania
Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy zapisze rownanie w postaci réwnania kwadratowego, np.: (2x — 4)2 —x>=0.

Zdajacy otrzymuje 2 p.

gdy wyznaczy rozwiazania rownania: x, =% , X, =4.

Zadanie 27. (2 pkt)

Mamy dwa pudetka: w pierwszym znajduje si¢ 6 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od
1 do 6, a w drugim — 8 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do 8. Losujemy po jednej
kuli z kazdego pudetka i tworzymy liczb¢ dwucyfrowa w ten sposob, ze numer kuli wylosowane;j
z pierwszego pudelka jest cyfra dziesiatek, a numer kuli wylosowanej z drugiego — cyfra jednosci
tej liczby. Oblicz prawdopodobienstwo, ze utworzona liczba jest podzielna przez 11.

Rozwigzanie
Zdarzeniami elementarnymi sg liczby dwucyfrowe, w ktorych cyfra dziesiatek jest jedna
sposrod: 1, 2, 3,4, 5, 6, a cyfra jedno$ci — jedng sposrod: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8. Zatem




Matura z matematyki — poziom podstawowy — 2015
Kryteria oceniania odpowiedzi

Q=1{11,12,13,14,15,16,17,18,21,22,23,24,25,26,27,28,
31,32,33,34,35,36,37,38,41,42,43,44,45,46,47,48,
51,52,53,54,55,56,57,58,61,62,63,64,65,66,67,68}

Q|=6-8=48.

Niech 4 oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze utworzona liczba jest podzielna przez 11.
Zdarzeniu A sprzyja 6 zdarzen elementarnych: 11, 22, 33, 44, 55, 66. Zatem

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna

|4|=6.

Prawdopodobienstwo zdarzenia A jest rowne
A
pay=kl_ 6 _L

Q] 6-8 8
Schemat oceniania
Z/dAJACY OLIZYIMUJE ..ccueeeericrssnnrecsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssse 1p.
gdy poda

e liczbg wszystkich zdarzen elementarnych: |£2| =6-8=48

albo

e liczbg wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4: |A| =6

albo
e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu 4: 11, 22, 33, 44, 55, 66.

Zdajacy otrzymuje 2 p.
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A)= % lub P(A) =% .
Uwagi

1. Jezeli otrzymany wynik koncowy jest liczbg wigksza od 1, to zdajacy otrzymuje 0 punktéw
za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy poda jedynie P(A)= %, to otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 28. (2 pkt)

Rozwiaz nierdéwno$¢ 20x > 4x° +24 .

Rozwigzanie

Przeksztalcamy nieréwno$¢ do postaci rownowaznej 4x° —20x+24<0,
a nastepnie do postaci x° —5x+6<0.

Rozwigzanie nierdwnos$ci kwadratowej sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap rozwigzania:

Znajdujemy pierwiastki tréjmianu kwadratowego x° —5x+6:
e podajemy je bezposrednio, np. zapisujac pierwiastki trgjmianu lub posta¢ iloczynowa
trojmianu lub zaznaczajac na wykresie x, =2, x, =3 lub (x—2)(x—-3)
albo
e obliczamy wyr6znik tego trojmianu, a nastgpnie stosujemy wzory na pierwiastki:
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A=25-4.1.6=1, x =2t=p, x=21_3
2 2

Drugi etap rozwiazania:
Podajemy zbiér rozwigzan nieréwnosci: 2<x <3 lub <2, 3> lub xe <2, 3> , np. odczytujac go

ze szkicu wykresu funkeji f(x)=x"—5x+6.

\ / :

2 3 X

Schemat oceniania
Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy:
e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym poprzestanie lub btednie zapisze zbidr
rozwigzan nieroOwnosci, np.
o roztozy trojmian kwadratowy na czynniki liniowe, np. (x—2)(x—3) ina tym

poprzestanie lub blednie zapisze zbior rozwigzan nieréwnosci,

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, =2, x, =3 inatym
poprzestanie lub biednie zapisze zbidr rozwigzan nieréwnosci,

o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f (x)=x’-5x+6 inatym

poprzestanie lub btednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci,
albo
e realizujac pierwszy etap popeini btad (ale otrzyma dwa rézne pierwiastki)
1 konsekwentnie do tego rozwiaze nierownos¢, np. popeini btad rachunkowy przy
obliczaniu wyrdznika lub pierwiastkow trojmianu kwadratowego 1 konsekwentnie do
popetnionego bledu rozwiaze nierdownosg.
Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cueverrrruricssarisssanesssnnesssssesssssessssssssssssssssssssssssssnssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 2p.
gdy:
e poda zbiér rozwigzan nieréwnosci: 2<x <3 lub <2, 3> lub xe <2, 3>
albo
e sporzadzi ilustracje geometryczng (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbidr rozwigzan
nierdwnos$ci w postaci: 2<x <3
albo

e poda zbidr rozwigzah nier6wno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow
3

2

>
X

Kryteria oceniania uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu sie matematyki
1. Akceptujemy sytuacje, gdy zdajacy poprawnie obliczy lub poda pierwiastki trdjmianu x, =2,

x, =3 izapisze, np. x€ <2, - 3> , popetiajac tym samym btad przy przepisywaniu jednego
z pierwiastkow. Za takie rozwigzanie zdajacy otrzymuje 2 punkty.

2. Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan
nierOwnos$ci w postaci x € <3, 2> , to przyznajemy 2 punkty.

4
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Zadanie 29. (2 pkt)

. . o . 7 : . U
Kat & jest ostry i spetnia rownos¢ tga+t— = 5 Oblicz warto$¢ wyrazenia sino-cos .
444

I sposob rozwigzania
Rysujemy trojkat prostokatny i wprowadzamy oznaczenia.

a

b
Korzystajac z definicji funkcji tangens w trojkacie prostokatnym, lewa strong rownosci

1 7 . ) . .
tgor + o = 5 mozemy zapisac, a nastepnie przeksztalci¢ nast¢pujaco:
s

a 1 a b_c12+b2 B c’
b a b a ab ab’
b
.. . . s . , a b ab
Z drugiej strony zauwazmy, ze szukane wyrazenie sin¢-cos & jest rowne —-—=—-.
cc c
. . ¢ 7 . ab 2
Poniewaz —=—, wigc —=—.
ab 2 c 7

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeerrrcrsvnnrecsssnrrcsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

gdy wykorzysta definicje lub wtasnosci funkcji trygonometrycznych w trojkacie prostokatnym,
2

doprowadzi wyrazenie tgo + tL do postaci ib 1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
s a

Zdajacy otrzymuje 2p.

gdy obliczy i zapisze, ze warto$¢ szukanego wyrazenia sin & -cos & jest rOwna P

II sposob rozwigzania
1 _sina+cos0{_sin20(+cos20(_ 1

Poniewaz tgo+ , wigc z rdwnosci

tgar cosa sina sin-cos¢  sino-cosa

1 7 o ) . . )
——  =— wynika, ze szukany iloczyn sin & -cosa przyjmuje wartos¢ —.
sin-cosax 2 7

Schemat oceniania II sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze
1 sin® o+ cos’
e tga+ =—
tgo sino-coso
albo
sing-cosr _ sino-cosor 1
1 sin“a+cos’y  sina + coso

cos sinx
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.
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Zdajacy otrzymuje 2p.

gdy obliczy 1 zapisze, ze warto$¢ szukanego wyrazenia sin ¢ -cos & réwna si¢ r
III sposob rozwiazania

1 7 : .,
Poniewaz « jest katem ostrym, wiec tgar >0 i rownos¢ tgor+——= 5 mozemy zapisac

tga
W postaci
tgza—%tgaJrl =0.
Rownanie powyzsze ma dwa rozwigzania:
7+/33 7-+/33
tgor = , tgor =
4 4

Gdy tga:ﬂ, to cosa:; 1 sina = 7+33 . Wtedy

4 98+14+/33 14

sina-coso ==

7+433 4 _\/7+\/§. 16 16(7+\/§) 4
98+144/33 14 98+14433 14.14(7+@) 14

Gdy za$ tga=—-— - \/§ , to cosa—; 1 s1n0(—,/ . Wtedy
98 14433

sino-coso =— \/ 16 16(7 \/5) :izg
V \/98 14433 98-1433 |14 14(7-433) 14 7

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy zapisze, ze roéwnanie tg o— % tea+1=0 ma dwa rozwigzania: tgo = ! +4;/§ ,
7-+/33 . . g o

tga = YRR a ponadto w jednym przypadku obliczy wartos¢ cosa 1 sina 1 na tym

zakonczy lub dalej popeni biedy.
Zdajacy otrzymuje 2 p.

gdy obliczy 1 zapisze, ze warto$¢ szukanego wyrazenia sin ¢ -cos & réwna si¢ P

Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy jedng z warto$ci tgar, np.: tgor = , poda jej warto$¢

przyblizong 0,3139, odczyta z tablic przyblizong warto$¢ kata « =17° oraz przyblizone
wartosci sina = 0,2924 , cosa = 0,9563 1 na tej podstawie obliczy przyblizong warto$¢
wyrazenia sing-cosa = 0,2924-0,9563 = 0,2762 , to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 30. (2 pkt)

Udowodnij, ze dla wszystkich nieujemnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierowno$¢
X +y 2xy+xl.
I sposob rozwigzania
Nieréwnos$é x° +y° > x’y+xy” przeksztalcamy réwnowaznie, otrzymujac kolejno
X +y -x’y-x° 20,
(x3 —xzy)+(y3 —xyz) >0,
X (x=y)=y"(x-»)20,
(x—y)(x2 —yz) >0,
(x—y)2 (x+y) >0,
Ta nierdwnos¢ jest prawdziwa, gdyz (x - y)2 2> 0 dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y oraz
x+y >0, gdyz liczby x 1y sa nieujemne. To konczy dowdd.
I1 sposob rozwigzania
Nieréwnos$é x° +y° > x’y+xy” przeksztalcamy réwnowaznie, otrzymujac kolejno
¥ +y -x’y-x° 20,
(x3 +y3)—(x2y+xy2) =0,
(x+y)(x2 —xy+y2)—xy(x+y) >0,
(x-+-y)<x2 —xp+y° —xy) >0,
(x+y)(x2 —2xy+y2) =0,

(x+y)(x—y)2 >0.

Ta nieré6wnos$¢ jest prawdziwa, gdyz (x - y)2 =0 dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y oraz
x+y =0, gdyz liczby x 1 y sg nieujemne. To konczy dowadd.
Schemat oceniania I i I sposobu rozwiazania
Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy

e zapisze nieréwno$¢ w postaci (x—y) (x2 - yz) >0
albo

e zapisze nieréwno§¢ w postaci (x+ ) (x2 —2xy +y2) >0

1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Zdajacy otrzymuje 2 p.
gdy uzasadni prawdziwo$é nierdwnosci x° +1° = x*y+xp”.

Uwaga

Jezeli zdajacy przejdzie w swoim rozumowaniu z postaci (x +) (x2 —xy+y° ) —Xy (x+ y)=0
do postaci x” —xy+ y* —xy >0 bez zaznaczenia, Ze skoro x i y s3 nieujemne, to ich suma tez

jest nieujemna, ale dokona dzielenia obu stron nierownosci przez x+ y i dalej przeprowadzi
poprawne rozumowanie, to otrzymuje 1 punkt.
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Zadanie 31. (2 pkt)

W prostokacie ABCD punkt P jest srodkiem boku BC, a punkt R jest srodkiem boku CD.
Wykaz, ze pole trojkata APR jest rOwne sumie pol trojkatéw ADR oraz PCR.

D R c
P
4 B

I sposob rozwiazania

Przedluzamy prosta AR oraz bok prostokata BC. Proste te przecinaja si¢ w punkcie M.
Rozpatrujemy trojkaty ADR oraz RCM.

M
D R c

P
4 B

|<):ARD|=|<ICRM | (katy wierzchotkowe), katy przy wierzchotkach D i C sg proste oraz
|DR|=|RC

, stad na podstawie cechy przystawania trojkatow kbk wnioskujemy, ze tréjkat ADR
jest przystajacy do trojkata RCM. Z przystawania trdjkatdow mamy |AR| = |RM | .

Pole trojkata APR jest rowne polu trojkata RPM, poniewaz oba trojkaty maja rowne podstawy
(|AR| = |RM |) oraz taka samg wysoko$¢ poprowadzong z wierzchotka P.

Pk = Papy = Pipcr T Paew» @ z faktu przystawania trojkatow RCM oraz ADR mamy:

Poirr = Bapcr T Papr

Schemat oceniania I sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze, ze pole trojkata APR jest rowne polu trojkata RPM i na tym poprzestanie lub dalej
popeini btedy

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeeeriersssnnrecssssrrcsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2p.
gdy przeprowadzi petlne rozumowanie.
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I sposob rozwigzania

D R C
4 P
A b B
Oznaczmy: |AD|=a oraz |4B|=b, stad |BP|=|PC|==, |CR|=|RD| = b
2 2
. s 1 ba ab
Obliczamy pola trojkatow prostokatnych PCR, RDA: P, = 335 = ry oraz
1 b ab ab ab 3ab
ARDA =§-a-—=7 zatem PAPCR +PARDA :?4‘7:?
. . . ) , 1, a ab
Trojkat ABP jest prostokatny i jego pole jest rowne Eb B = o
Pole trojkata APR jest roznicg pola prostokata ABCD i sumy pol trzech trdjkatéw prostokatnych
ABP, PCR oraz RDA zatem P, ., = ab— (2 - %b+%bj = % .
OtrzymaliSmy r10wno$¢ P, ., = Pipcr + Parpa -
I1I sposob rozwigzania
D AT c
TN K
KRG
a ____________________________ P
)
A B

Podzielimy prostokat ABCD na czesci, jak na rysunku.
Pole trojkata APR zapisujemy w nastepujacy sposob:

jest to suma pol trojkatow K = %ab , I'= %K = %ab oraz pola trojkata AOR, ktorego pole jest

rowne: P,,, =lab—T:lab—Lab=iab.
4 4 16 16

Zapisujemy sumg: P, = %ab +%ab +%ab = %ab

Pole trojkata ARD jest réwne 2K :%ab. Sumujemy pola trojkata ARD oraz PCR

. . 1 1 . .
1 otrzymujemy: P, + Py = Zab +§ab = %ab , czyli wykazaliSmy, ze P, + Pprp = Py -

Uwaga
Zamiast zapisywacé pole prostokata ABCD w zaleznosci od dlugosci bokéw mozemy uzy¢

innego oznaczenia, np. P, wtedy otrzymujemy: K = éP , T = %P, P = %P 1 dalej
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1 1 3 3 1 1. 3
P,=—P+—P+>-P="Poraz P,,,+P, =—P+-P=_P.
R8T 16 16 8 ARD DTPCR4T g 8

Schemat oceniania Il i III sposobu rozwigzania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze, ze pole trojkata APR stanowi % pola prostokata ABCD, np. zapisze
1 1 3 3 ab ab\ 3ab
P,,=—ab+—ab+—ab=—ab lub P, =—— 1 na tym poprzestanie
arR =g 16 16 3 AMPR = ( j ] ym pop
lub dalej popeni biedy.
Zdajacy otrzymuje 2 p.

gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

IV sposob rozwiazania
Poprowadzmy odcinki PN i RM taczace srodki bokow prostokata. Niech S bedzie punktem ich
.przeciecia.

D R C

i Sl SN p
o

A M B

Trojkaty ADR 1 RMA sa przystajace, wigc majg rowne pola, trojkaty PCR 1 RSP tez sa
przystajace, wigc ich pola tez sa rowne, takze trojkaty AMO i PSO sa przystajace, wigc ich pola
tez sg rowne. Zatem

PADR + PPCR - PAMR + PRSP (PAOR + PAMO ) + PRSP (PAOR + PPSO ) + PRSP

- P + (PPSO + B?SP ) PAOR + POPR PAPR

AOR
co nalezato wykazac.

Schemat oceniania IV sposobu rozwigzania

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeeericrssnrrecsssnreesssssssassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy ustali, ze trojkaty ADR 1 RMA sa przystajace, trojkaty PCR 1 RSP sa przystajace oraz
trojkaty AMO 1 PSO sa przystajace i na tym poprzestanie lub dalej popelni btedy.

Zdajacy otrzymuje 2 p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zadanie 32. (4 pkt)
Wyznacz réwnanie osi symetrii trojkata o wierzchotkach 4=(-2,2), B=(6,-2), C =(10,6).

I sposob rozwigzania
Obliczamy dtugosci bokéw trojkata ABC: |AB| =

=445, |4C|=410 .

Zauwazamy, ze jest to trojkat rOwnoramienny, w ktorym |AB| = |BC| =45 , Wigc 0sig symetrii

trojkata ABC jest symetralna odcinka AC. By znalez¢ rownanie osi symetrii trojkata
wyznaczamy wspotrzgdne srodka odcinka AC: S =(4,4).

10
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Wyznaczamy rownanie prostej BS, korzystajac ze wzoru na prostg przechodzaca przez dwa
punkty:

y—4= (x 4)
y= —3x +16.
Odpowiedz: Rownanie osi symetrii trojkata ABC ma postac¢: y =—-3x+16.

I1 sposob rozwigzania
Obliczamy dtugosci bokow trojkata ABC: |AB| =

=45, aC|=410 .

Zauwazamy, ze jest to trojkat rownoramienny, w ktorym |AB| = |BC | =45 , Wigc 0sig symetrii
trojkata ABC jest symetralna odcinka AC.

By znalez¢ réwnanie osi symetrii trojkata, wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej AC:
= _l) , a nastgpnie wspolczynnik kierunkowy prostej prostopadtej do AC: a =—-L-=-3.
Wyznaczamy rownanie prostej zawierajacej symetralng boku AC i przechodzqcej przez

punkt B:

a,c

y+2=-3(x-6),
y=-3x+16.
Odpowiedz: Rownanie osi symetrii trdjkata ABC ma postaé: y=-3x+16.

I1I sposob rozwigzania
Obliczamy dtugosci bokéw trojkata ABC: |AB| =

=445, =410 .

Zauwazamy, ze jest to trojkat rOwnoramienny, w ktorym |AB| = |BC| =45 , Wigc 0sig symetrii

trojkata ABC jest symetralna odcinka AC. Zatem jego osig symetrii jest symetralna boku AC,
bedaca zbiorem punktow rowno oddalonych od obu koncéw odcinka.

Niech K(x,y) bedzie punktem nalezagcym do symetralnej boku AC. Zatem |AK | = |KC | .

x+2) +(y=2) = J(10-x) +(6-),
X' +4x+4+1y" —4y+4=100-20x+x" +36—12y+ 7,
24x+8y—-128=0,
3x+y-16=0,
y==-3x+16.

Odpowiedz: Rownanie osi symetrii trojkata ABC ma postaé: y =-3x+16.

Schemat oceniania I, I1 i III sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIQZANIA ZAAANMIA ..ccciiirivniriiiiirnriicsissnricssssnnecsssssssesssssassessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
Zdajacy

e obliczy dtugosci dwoch bokow trojkata ABC: |4B| = =410 i |BC|= 45
albo

e obliczy wspolrzgdne $rodka odcinka AC: S =(4,4)
albo

e obliczy wspotczynnik kierunkowy prostej AC: a . = %
albo

11
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e obliczy wspotrzedne wektora AC
albo

e zapisze, ze szukang osig symetrii jest symetralna boku AC
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep 2p.
Zdajacy
e obliczy wspotrzedne $rodka odcinka AC: S'=(4,4) i wspotczynnik kierunkowy prostej
AC: a . =%
albo

e uzasadni, ze szukang osig symetrii jest symetralna boku AC
1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia bledy.
Uwaga
Przyjmujemy, Ze jako uzasadnienie wystarczy rysunek w uktadzie wspotrzednych.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ........eoeeeeeeneecnennecnsnennennsnenseensneeseesscene 3p.
Zdajacy
e obliczy wspotrzedne Srodka odcinka AC: S =(4,4) oraz wspolczynnik kierunkowy

symetralnej boku AC: a =-3
albo
e obliczy wspolrzedne $rodka odcinka AC: S =(4,4) oraz zapisze, ze 0§ symetrii tego
trojkata przechodzi przez punkt B
albo

e obliczy wspdtrzedne wektora AC oraz zapisze, ze o§ symetrii tego trdjkata przechodzi
przez punkt B i jest prostopadta do wektora AC

albo
. , . . 2 2 2 2
e  zapisze rownanie symetralnej boku AC: \/(x +2) +(y-2) = \/(10 —-x) +(6-y)
1 na tym poprzestanie lub dalej popetnia btedy.

ROZWIQZaNie PEINE .....uuueiieiiiiiiiiiiiiiinttinininnicnsnnicsnticsntscsssnissssnssssssesssssessssnesssssessssees 4 p.
Zdajacy wyznaczy rownanie osi symetrii trojkata ABC: y =-3x+16 (3x+y—-16=0).

Uwaga

Jezeli zdajacy nie uzasadni, ze osig symetrii trojkata ABC jest symetralna boku AC (np. nie
sporzadzi rysunku w ukladzie wspoirzgdnych albo po wyznaczeniu rdwnania symetralnej boku
AC nie sprawdzi, ze punkt B lezy na tej symetralnej), to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

Zadanie 33. (4 pkt)

Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat, ktérego boki pozostaja w stosunku 3 : 4, a pole jest
rowne 192 (zobacz rysunek). Punkt £ jest wyznaczony przez przecinajagce si¢ przekatne
podstawy, a odcinek SE jest wysokoscia ostrostupa. Kazda krawedz boczna tego ostrostupa jest
nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem30°. Oblicz obj¢tos¢ ostrostupa.

12
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Rozwigzanie
Poniewaz stosunek dtugosci bokéw prostokata ABCD jest rowny 3:4, wiec mozemy przyjac,

ze |AB|=3x i |BC|=4x. Pozostale oznaczenia przyjmijmy takie, jak na rysunku.

Pole podstawy ostrostupa jest rowne
Py =3x-4x=12x".
Zatem
12x* =192,

x> =16.
Stad x=4, wigc |4B|=3-4=12i |[BC|=4-4=16.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ABC otrzymujemy:

|AC|" =12 +16” =144+256 = 400.
Stad|4C|=20.
Tangens kata SAE w trojkacie prostokatnym AES jest rowny tg30° = % . Stad
2
_1 °o_10.¥3 =103

Objetos¢ ostrostupa jest zatem rowna

_1 1043 _ 64043

64043
3

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rowna V' =
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Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA ..ccciiiiirrrrriniisrenieisisnricssssnressssssssesssssassesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

Zdajacy obliczy dlugosci bokow prostokata, bedacego podstawa ostrostupa: 161 12.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSLEP ...cccevverersercssenicssrnicsssnssssssesssanssssasesssasssssassssnases 2p.
Zdajacy obliczy dtugos¢ przekatnej prostokata ABCD: |A C | =20.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania..........coeeeecveicnrenccnsencsssencsssencssssnessesssssessssnsses 3p.
Zdajacy obliczy wysokos$¢ ostrostupa: 4 = % .
R A VATV 2 1) T 1<) 1)L 4 p.

Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V = % .

Zadanie 34. (5 pkt)

Funkcja kwadratowa f okre$lona jest wzorem f(x)=ax’+bx+c. Zbiorem rozwigzan
nieréwnosci f(x)> 0 jest przedziat (0,12). Najwigksza warto$¢ funkcji f* jest rowna 9. Oblicz

wspotczynniki a, b i ¢ funkceji f.

I sposob rozwigzania
Funkcja f(x)=ax’ +bx+c jest kwadratowa, wigc a # 0. Przyjmuje ona najwickszg warto$é
rowng 9, zatem druga wspotrzedna wierzchotka paraboli, bedacej wykresem tej funkcji, jest
rowna y, =9 oraz a <0.

Poniewaz zbiorem rozwiazan nierdwnosci f(x)>0 jest przedziat (0,12), wigc miejscami
zerowymi funkcji f'sg liczby 0 i 12. Mozemy tez narysowac wykres funkcji 1.

Ty

1/ \
-1 Jo 3 011 1} 13
\
Pierwsza wspoirzedng wierzchotka paraboli — wykresu funkcji fjest rowna

x = X +x, _ 0+12 _6
2 2
Zapisujemy wzor funkcji f'w postaci kanonicznej: f(x)=a-(x—6)"+9.
Dla argumentu 0 warto$¢ funkcji jest rowna 0, wigc otrzymujemy rownanie
0=a-(0-6)+9,
1

a=-——.

4

. . 1 . : :
Wzér funkeji fma wigc postaé f(x) = —Z(x —6)”+9, a po przeksztatceniu do postaci ogélnej

f(x)= —%xz +3x.
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Wspdtezynniki a, b, ¢ funkcji f'sa wiec rowne: a = —i, b=3,c=0.

I1 sposob rozwigzania

Funkcja f(x)=ax’ +bx+c jest kwadratowa, wigc a # 0. Przyjmuje ona najwickszg warto$é
rowng 9, zatem druga wspotrzedna wierzchotka paraboli, bedacej wykresem tej funkcji, jest
rowna y, =9 oraz a <0.

Poniewaz zbiorem rozwiazan nierdwnosci f(x)>0 jest przedziat (0,12), wigc miejscami

zerowymi funkcji " sa liczby: 0 i 12. Stad wynika, Ze pierwsza wspotrzedng wierzchotka
, : TR + +12

paraboli, ktora jest wykresem funkcji f; jest rOwna x, = all 2x2 = 0 5 =6.

Mozemy wigc zapisa¢ wzor funkcji f w postaci illoczynowe;j

S(x)=a-x-(x-12)
Wierzchotek W (6,9) paraboli bedacej wykresem funkcji fjest jednym z punktow tego

wykresu, wiec

9=a-6-(6-12),
1
a=——.
4

Wzér funkcji f ma wige posta¢ f (x)= —ix(x —12), a po przeksztalceniu do postaci ogolnej
1
f(x)= —sz +3x,

z ktorej odczytujemy wspotczynniki a, b, ¢: a = —i, b=3,c=0.

I1I sposob rozwigzania

Funkcja f(x)=ax’ +bx+c jest kwadratowa, wigc a # 0. Przyjmuje ona najwickszg warto$é

rowng 9, zatem druga wspotrzedna wierzchotka paraboli, bedacej wykresem tej funkcji, jest

rowna y, =9 oraz a <0.

Poniewaz zbiorem rozwiazan nierdwnosci f'(x)>0 jest przedziat (0,12), wigc miejscami

zerowymi funkcji f sa liczby: 0 1 12. Stad wynika, Ze pierwsza wspotrzedng wierzchotka
x+x, 0+12

paraboli, ktora jest wykresem funkcji f; jest rOwna x, = 5 = 5 =6.
Mamy zatem trzy punkty o wspotrzednych (0,0), (12,0), (6,9) lezace na wykresie funkcji 1.
Zatem
£(0)=01i £(12)=01 £(6)=9,
czyli

c=0ia12°+b-12+c=0ia-6>+b-6+c=9,
c=0,12a+b=0, 12a+2b=3,

Stqda:—%ib:3 ic=0.

Odpowiedz: a:—%, b=3,c=0.
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Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA ..ccciiiiirrrrriniisrenieisisnricssssnressssssssesssssassesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

Zdajacy zapisze

druga wspotrzedna wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkejif: y, =9.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...cccevvererrercssnicssnnrcssnnscsssnesssssssssssssssssssssassssnssss 2p.
Zdajacy
apisze wzor funkcji f w postaci f(x)=a-x-(x—12)
albo

bliczy wspotrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem tej funkcji: W = (6, 9) .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy zapisze
e wzor funkcji f w postaci f(x)=a-x-(x—12)1 obliczy wspotrzedne wierzchotka jej
wykresu: W =(6,9)
albo
e wzor funkcji f w postaci f(x)=a-(x—6)*+9
albo
e zapisze, ze wspotczynnik ¢=0 oraz zapisze jedno z réwnan wynikajacych
z podstawienia do wzoru funkcji wspdirzgdnych wierzchotka paraboli lub
wspotrzednych punktu przecigcia z osia Ox niebedacego poczatkiem uktadu
wspotrzednych: np.: 36a+6b =9 lub 144a+12b=0.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktére jednak nie przekreslaja

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..........coiiviniveicsinnsnnsecscencsecsnneans 4 p.
Zdajacy
. . , . : , . |144a+12b=0
e zapisze, ze wspoOlczynnik ¢ =0 oraz zapisze uktad réwnan
36a+6b=9
albo
e wyznaczy wspoOtczynnik a: a = —% .
ROZWIQZaNie PEINE .....uuueiieiiiiiiiiiiiiiiiiiininnnnicnnticnnticssticsssnisssnssssssesssssessssnessssessssees 5p.

Zdajacy wyznaczy wspolczynniki a, b, c: a = —% , b=3,¢c=0.

16



