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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Egzaminatorze!

Oceniaj prace zdajacych uczciwie 1 z zaangazowaniem.

Stosuj przyjete zasady oceniania w sposéb obiektywny. Pamigtaj, ze kazda
merytorycznie poprawna odpowiedz, spetniajaca warunki okreslone w poleceniu, musi
zosta¢ pozytywnie oceniona, nawet jezeli nie zostala przewidziana w przyktadowych
odpowiedziach w zasadach oceniania.

Konsultuj niejednoznaczne rozwigzania zadan =z innymi egzaminatorami lub
przewodniczagcym zespotu egzaminatorow. W przypadku niemoznos$ci osiggnigcia
wspolnego stanowiska, rozstrzygajcie na korzy$¢ zdajacego.

Przyznajac punkty, nie kieruj si¢ emocjami.

Informuj przewodniczacego o wszystkich nieprawidtowosciach zaistniatych w trakcie
oceniania, w tym podejrzen o niesamodzielno$¢ w pisaniu pracy.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Klucz punktowania zadan zamknigtych

zad.
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 26. (0-2)
Rozwiaz nieréwno$¢ x° +6x—16<0.

Przykladowe rozwiazanie
Rozwigzanie nierdwnos$ci kwadratowej sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap to wyznaczenie pierwiastkow trojmianu kwadratowego x” +6x—16.

Drugi etap to zapisanie zbioru rozwigzan nierdéwnosci kwadratowe;.

Pierwszy etap rozwigzania moze zostac zrealizowany nastepujaco:
e obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego x° +6x—16

o obliczamy wyréznik tego trojmianu:
A=36-4-1-(-16)=100 istad x, ==0510=—8 oraz x, ==610=2
albo
o stosujemy wzory Viéte’a:
x,-x,=—16 oraz x, +x,=-6, stad x, =—8 oraz x, =2.

Drugi etap rozwigzania:
Podajemy zbior rozwiazan nierownosci: (—8,2) lub xe (-8,2).

Schemat punktowania
Z.dAaJACY OLrZYMUJE ..cuueeeriersssunrecssssansessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.

gdy:

albo

e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym zakonczy lub btednie zapisze zbiodr
rozwigzan nieréwnosci, np.
o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x,=-8 1 x,=2
1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci,

o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f(x)=x’+6x—16 i na tym

zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci

e realizujgc pierwszy etap popeini biedy, ale obliczy dwa rézne pierwiastki tréjmianu
kwadratowego i1 konsekwentnie do popetnionych bledéw wyznaczy zbidr rozwigzan
nierownosci.

2.dajacy OLIrZYMUJE «ocuvverneiiinriineiiinreinecsstossssssssosssssssssssssssssssssssnssssssssnsssnse 2p.

gdy:

albo

e poda zbior rozwigzan nieréwnosci: (—8,2) lub xe (=8,2),lub x>-8Ax<2
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

e poda zbiér rozwigzan nierowno$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow

A

Ao

-8

v

N Q—

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wyznacza pierwiastki trojmianu kwadratowego w przypadku, gdy obliczony
wyrdznik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktéw za cate rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z trojmianem kwadratowym z zadania, to

oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje

0 punktow za cate rozwigzanie.

Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x <2 lub x>-8, x<2 oraz x > -8, itp.

4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =—8, x, =2 1 blednie zapisze

[98)

odpowiedz, np. xe (8,2), popelniajac tym samym btad przy przepisywaniu jednego

z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy po rozwigzaniu nierownos$ci zapisuje w odpowiedzi, jako zbidr rozwigzan,
zbior, zawierajacy elementy nienalezace do rzeczywistego zbioru rozwigzan lub zbior
pusty, to otrzymuje 1 punkt. Zapisanie w miejscu przeznaczonym na odpowiedz
pierwiastkoéw trojmianu kwadratowego nie jest traktowane jak opis zbioru rozwigzan.

Kryteria uwzgledniajace specyficzne trudnosci w uczeniu si¢ matematyki

Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan nieréwnosci
w postaci xe (2,—8) lub (2, -8), to przyznajemy 2 punkty.

Zadanie 27. (0-2)
Rozwigz rdwnanie (x3 + 27) (x2 —16) =0.

Przykladowe rozwiazanie

Lewa strona réwnania jest iloczynem dwéch czynnikéow x* +27 oraz x* —16. Zatem iloczyn
ten jest rowny 0, gdy co najmniej jeden z tych czynnikow jest rowny 0, czyli x* +27 =0 lub
x’—=16=0.

Rozwigzaniem réwnania x° +27 =0 jest x = J-27=-3.

Rownanie x* —16 =0 doprowadzamy do postaci iloczynowej (x—4)-(x+4)=0.

Przynajmniej jeden z czynnikéw x—4 lub x+4 jest réwny 0, czyli x =4 lub x=—4.

Wszystkie rozwigzania rownania (x3 + 27) (x2 - 16) =0,
to x=-3lub x=4,lub x=—4.

Schemat punktowania

Z.dAJACY OLTZYINUJE ..uuverrrrurrcsraricssaressssresssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 1p.
gdy:

e zapisze dwa rownania x’ +27=01 x*—-16=0
albo
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

e wyznaczy poprawnie (lub poda) rozwigzania jednego z rownan: x° +27 =0 lub
x’—16=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.
Zdajacy otrzymuje 2 p.
gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania rownania: x =-3 lub x=4,lub x=—4.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy poda wszystkie rozwigzania rownania, bez rachunkow lub uzasadnienia,
to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy uzyska trafne rozwigzania réwnania, ale w wyniku btednej metody,
to otrzymuje 0 punktow, o ile nie uzyska 1 punktu za zapisanie dwoch réwnan
X’ +27=01ix"-16=0.

3. Jezeli zdajacy poprawnie wyznaczy pierwiastki wielomianu (x3 +27)(x2 —16) 1 poda

niewlasciwa odpowiedz, np. xe R—{—4,-3,4}, to otrzymuje 1 punkt.

Zadanie 28. (0-2)

W rownolegloboku ABCD punkt E jest srodkiem boku BC. Z wierzchotka D poprowadzono
prosta przecinajaca bok BC w punkcie E. Proste AB 1 DE przecinaja si¢ w punkcie F (zobacz
rysunek). Wykaz, ze punkt B jest srodkiem odcinka AF.

D C

A B F

Przykladowe rozwiazania
I sposdb (podobienstwo)
Rozpatrujemy trojkaty AFD 1 BFE.
Katy DAF i EBF s3 odpowiadajace i odcinki AD i1 BC sg réwnolegle, wigc |<):DAF | = |<):EBF |
Tak samo wnioskujemy, ze |<):ADF | = |<):BEF | Ponadto kat przy wierzchotku F jest katem
wspolnym w obu trojkatach, wigc z cechy kkk podobienstwa trojkatdow wnioskujemy, ze
trojkaty AFD 1 BFE s3 podobne.
Stad wynika proporcja

|4D| _|4F]|

BE|  |BF

9

ale |BE| = %|BC| = %|AD , gdyz punkt E jest srodkiem boku BC.

Zatem

|AD| _ |4F]| _
——=_—-",czyli |AF|=2|BF
BF

l|AD| |
2

3

co nalezato wykazac.

Strona 5 z 20



Schemat oceniania
Poziom podstawowy

IT sposéb (przystawanie)
Rozpatrujemy trojkaty BFE oraz CDE.

1. Katy BEF 1 CED sa wierzchotkowe, wigc |<):BEF | = |<):CED| .

2. Katy FBE 1 DCE sa naprzemianlegle 1 proste 4B 1 CD sa rownolegle, wigc
|«FBE|=|«<DCE|
3. Punkt £ jest srodkiem boku BC, wiec |BE | = |EC| .

Stad, na mocy cechy kbk przystawania trojkatow wnioskujemy, ze trojkaty BFE 1 CDE sa
przystajace. Zatem |BF | = |CD| .

Poniewaz czworokat ABCD jest rownoleglobokiem, wigc |AB| = |CD| . Z ostatnich dwoch

rownos$ci wynika, ze |AB| = |BF , CO oznacza, ze punkt B jest sSrodkiem odcinka AF.

To nalezato wykazac.

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy
« zapisze lub wykorzysta przystawanie trjkatow BFE oraz CDE
albo
o zauwazy podobienstwo trojkatow AFD 1 BFE, zapisze proporcj¢, wynikajacg
. |4D| | AF|
z tego podobienstwa, np. @ = E
1 na tym poprzestanie lub dalej popeini btedy.
Z.daJACY OLZYIMUJE .cccevvunrrecsisnrrccssssssecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 2p.

gdy przeprowadzi petlne rozumowanie.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Zadanie 29. (0-2)

. . . . . . .. I 1
Wykaz, ze jezeli a i b sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to (a+5) (— + Zj >4,
a

Przykladowe rozwiazanie

Przeksztalcamy rownowaznie wyrazenie (a+b) (% + %) >4

1 otrzymujemy
b
1+ % +o+1=24,

2 2
a +b >2.
ab
a* +b*>2ab,
(a — b)2 >0.
Ta konczy dowdd.
Schemat punktowania
Z.dAJACY OLIZYIMUJE ..ccueeeericrssnrrecsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy poprawnie przeksztatci nierownos$¢ do postaci, w ktoérej liczby a 1 b wystepuja jedynie
2 2
w wyrazeniach: a2, b i ab, np.: . >2 lub a’ +b* >2ab.
a
Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze nierownos¢ w postaci rownowaznej % + % =2 1ina tym zakonczy,
to otrzymuje 1 punkt.

2. Jezeli zdajacy zapisze nierownos¢ w postaci rownowaznej %+% >?2 1izapisze, ze jest ona
prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy zapisze nieréwno$¢ w postaci rownowaznej a’ +b° > 2ab i zapisze, ze jest
ona prawdziwa dla dowolnych liczb, to otrzymuje 2 punkty.

4. Jezeli zdajacy przeprowadzi poprawne rozumowanie, ktdre zakonczy zapisaniem

nierownosci (a —b)2 >0, to otrzymuje 2 punkty.

5. Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ nierownosci jedynie dla wybranych wartosci a 1 b,
to otrzymuje 0 punktow.

6. Jezeli zdajacy w wyniku poprawnych przeksztatcen rownowaznych otrzyma

nierowno$¢ (a +b)2 > 4ab , to otrzymuje 1 punkt.
7. Jezeli zdajacy zapisze nierowno$¢ w postaci rownowaznej a+b =2+ ab 1natym
zakonczy, to otrzymuje 1 punkt. Jezeli zdajacy zapisze nier6wnos¢ w postaci

rownowaznej a+b > 2+/ab 1 dopisze komentarz o $rednich, uzasadniajacy jej
prawdziwos¢ dla dowolnych liczb dodatnich a, b, to otrzymuje 2 punkty.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Zadanie 30. (0-2)
Dziewiagty wyraz ciggu arytmetycznego (an), okreslonego dla n>1, jest rowny 34, a suma
jego o$miu poczatkowych wyrazéw jest rowna 110. Oblicz pierwszy wyraz 1 rdéznice tego
ciagu.
Przykladowe rozwiazanie
Korzystamy ze wzoru na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego 1 zapisujemy wzoOr na da,:

ay=a,+(9-1)r.
Korzystamy ze wzoru na sumg¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i zapisujemy
wzérna Sg:

S, = 2a,+(@&=1)-r 3
2
Otrzymujemy uktad réwnan
34=a,+8r 1110=8a; +28r.

Stad otrzymujemy

a=-2,r=4,5.

Schemat punktowania
Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze dwa rownania z dwiema niewiadomymi q, 17 wynikajace z zastosowania

poprawnych wzoréw na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego 1 sum¢ #n poczatkowych wyrazow
ciggu arytmetycznego:

2a,+7Tr

np.: 34=a;+8r 1110= 8

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Z.dAJACY OLTZYINUJE ..cuevererruricsrariossanesssaressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 2p.
gdy obliczy pierwszy wyraz ciggu: a; =—2 i obliczy roznice ciagu: r =4,5.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy, stosujac metodg prob i bledow, zapisze poprawny ciag poprzez wypisanie
8 poczatkowych kolejnych wyrazow 1 ustali, ze a; =-2 1 r =4,5, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy, stosujac metode prob i btedow, wypisze co najmniej trzy kolejne wyrazy
iustali, ze @ =-2 1 r =4,5, ale nie zapisze wszystkich 8 poczatkowych wyrazoéw ciagu,
to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy zapisze tylko a; =-2 1 r =4,5, to otrzymuje 0 punktow.

4. Jezeli zdajacy dodaje do sumy o$miu poczatkowych wyrazow wyraz dziewiaty 1 zapisuje
wlasciwe rownanie z niewiadoma a,, to otrzymuje przynajmniej 1 punkt.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Zadanie 31. (0-2)
Punkty 4=(2,4), B=(0,0), C=(4,-2) sa wierzcholkami trojkata 4BC. Punkt D jest
srodkiem boku AC tego trojkata. Wyznacz rdwnanie prostej BD.

Przykladowe rozwigzania
Punkt D jest srodkiem odcinka AC, wigec ze wzorow na wspdtrzedne srodka odcinka
otrzymujemy

D=(%, D)= (31) .

Pozostaje wyznaczy¢ rownanie prostej przechodzacej przez dwa punkty B=(0,0) i D=(3,1).

I sposéb
Szukane réwnanie ma posta¢ y = ax +b. Poniewaz punkty B i D leza na tej prostej, wigc

mozemy zapisa¢ uktad rownan:
a-3+b=1
{a 0+bh=0.
Z drugiego rOwnania mamy b = 0, a odejmujgc stronami otrzymujemy 3a =1, czyli a = %
1T sposob
Podstawmy wspétrzedne punktow D =(3,1) oraz B=(0,0) do réwnania prostej,
przechodzacej przez dane dwa punkty:
(y=1)(0-3)-(0-1)x-3)=0.
Stad —3(y—1)+x-3=0,czyli =3y +3+x-3=0. Zatem y=%x.

11T spos6b
Mozemy zaznaczy¢ w uktadzie wspotrzednych wierzchotki trojkata i korzystajac z punktow

kratowych ustali¢ zalezno$¢ miedzy prosta AC 1 prosta do niej prostopadiy przechodzaca
przez $rodek odcinka AC, np. tak, jak na rysunku.

y A

4
4

o
> \
o)

X.

W=

Zauwazamy wowczas, ze szukana prosta ma rGwnanie y =

Schemat punktowania
Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy
e wyznaczy lub poda wspotrzedne srodka D odcinka AC: D =(3,1)
albo
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

e zaznaczy w uktadzie wspotrzednych wierzchotki trojkata ABC i zaznaczy na rysunku
prosta BD oraz wyznaczy lub poda wspotczynnik kierunkowy prostej AC: —3.
Z.dAJACY OLTZYINUJE ceevevererraricssarisssanesssanessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssss 2p.

gdy wyznaczy rownanie prostej BD: y=xx.

W|—

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wyznaczy rownanie prostej prostopadtej do prostej AC i przechodzacej
przez punkt B oraz zapisze (zaznaczy na rysunku), ze trdjkat ABC jest rOwnoramienny, to
otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy wyznaczy rownanie prostej prostopadtej do prostej AC 1 przechodzacej
przez punkt B, ale nie zapisze (nie zaznaczy na rysunku), ze trojkat ABC jest
réwnoramienny, to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli zdajacy wyznacza rownanie prostej prostopadiej do prostej AC i przechodzacej przez
punkt B 1 popelni przy tym btad lub nie doprowadzi rozwigzania do konca, ale zapisze
(zaznaczy na rysunku), ze trojkat ABC jest rownoramienny, to otrzymuje 1 punkt.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Zadanie 32. (0-5)

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym ABCS krawedz podstawy ma dhlugo$¢ a. Pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa jest dwa razy wigksze od pola jego podstawy. Oblicz
cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej tego ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

S

Przykladowe rozwiazanie
Wprowadzamy oznaczenia:

h, —wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa,

o —kat nachylenia krawedzi bocznej ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy,
E — §rodek krawedzi BC.

S

Z podanej zaleznosci pol 2- P, = F, otrzymujemy rownanie

2
2.%:3%.61.}%,
skad otrzymujemy
p =93
b 3 -
Trojkat ABC jest rownoboczny, spodek O wysokosci ostrostupa jest srodkiem cigzkos$ci tego

trojkata, wigc |AE | :% oraz A0| :%|AE | Stad

_af3
40=15.
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie prostokatnym BES i otrzymujemy
2 2
_ |(aB) (a) —alT _ ai2l
58=(452) +($) =57 ==&
Poniewaz w ostrostupie prawidtowym krawegdzie boczne majg rowne dtugosci, wigc
|4S|=|BS|= “Tm :
Z definicji cosinusa w trojkacie prostokatnym AOS otrzymujemy

0] 0P 2 27
. COSx .
| 45| 48| a2l 77

coso =

Uwaga

Zamiast wyznacza¢ dtugos$¢ krawedzi bocznej moze wyznaczy¢, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa dla trojkata OES wysokos¢ SO ostrostupa:

2 2
- J[aB) _(aBB) _ ¢
sol= (] (=) =5
Nastepnie z trojkata prostokatnego ASO mozemy obliczy¢ tangens kata o :

0§ 4

%
40| @B 2
3

tgor =
Korzystajac z tozsamosci trygonometrycznych mozemy obliczy¢ cosinus kata « :

sinar _ A3 2 2 0=
cosar =5 oraz sin" +cos"a =1.

Z pierwszego roOwnanie otrzymujemy sin ¢ = gcos o . Stad 1 z drugiego réwnania

otrzymujemy
2
(gcosa) +cos’a=1,
T cos? o =
4 COS a=1,
cosZO(:%.
2 _ 27

Stad cosa = T gdyz kat « jest ostry.

Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rOZWigzZania ZAAANIA ....c.eeicvveicisnicssanenssancssssnessssnsssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssssssnsssssnsssses
Zdajacy:
, 40|
» zaznaczy na rysunku kat o lub zapisze coso = W

albo

« wyznaczy dtugos$¢ odcinka 4O: |AO| =
albo

« wyznaczy dtugos$¢ odcinka EO: |E0| =

a3
3

5

5

a3
6
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Schemat oceniania
Poziom podstawowy

albo
« zapisze réwnanie z dwiema niewiadomymi a i s, wynikajace z zalezno$ci migdzy

polem podstawy 1 polem powierzchni bocznej ostrostupa: 2 - @ =3. % a-h,

1 na tym zakonczy lub dalej popeinia btedy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep 2p.
Zdajacy wyznaczy wysoko$¢ $ciany bocznej ostrostupa opuszczong na krawedz podstawy:

B, =43

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania .........ceeeevveiciveicnsninssnnesssencsssnncssencsssssssnsses 3p.

Zdajacy
o wyznaczy dtugos$¢ krawedzi bocznej |AS | = aT\/ﬁ 1 nie wyznaczy dhugosci odcinka AO

albo
« wyznaczy dlugo$¢ odcinka 40 1 wysoko$¢ ostrostupa: |AO| = %,

5014
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

Rozwiazanie prawie pelne 4 p.
Zdajacy:

e Wyznaczy |AS| :aT\{ﬁ 1 |AO|:%
albo

o obliczysino =
albo

« obliczy tgar=-5.

SIS

ROZWIGZanie PEINE .......oivviivieiiiiniinniinnnnicnnnicnseissssnisssssissssnssssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssse 5p.

2
Zdajacy obliczy wartos¢ cosax = —==——.
J107
Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania, a jedynymi bledami w przedstawionym
rozwigzaniu sg bledy rachunkowe, to otrzymuje 4 punkty.

2. Jezeli zdajacy popetnia blad polegajacy na zastosowaniu niepoprawnego wzoru na pole
trojkata rownobocznego, to otrzymuje 3 punkty, o ile nie popetnia innych bledow
1 rozwigze zadanie do konca.

3. Jezeli zdajacy popelnia blad merytoryczny, stosujac twierdzenie Pitagorasa, to otrzymuje
3 punkty, o ile nie popetnia innych btedow i rozwigze zadanie do konca.

4. Jezeli zdajacy popetnia btad merytoryczny, przyjmujac, ze punkt O jest srodkiem odcinka
AE lub przyjmie, ze |AO| = §|AE , to otrzymuje 3 punkty, o ile nie popetnia innych

btedow i rozwiaze zadanie do konca.
5. Jezeli zdajacy popelnia blad, polegajacy na niewlasciwym okresleniu zaleznosci miedzy
polem podstawy a polem powierzchni bocznej, przyjmujac P, = 2F,, to moze otrzymac co

najwyzej 1 punkt.
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6. Jezeli zdajacy popelnia btad, polegajacy na niewtasciwym okresleniu zaleznos$ci migdzy
polem podstawy a polem powierzchni bocznej, przyjmujac 2P, = F,, lub P, =2P,, to
moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

7. Jezeli zdajacy btgdnie interpretuje kat nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny
podstawy ostrostupa, to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

8. Jezeli zdajacy poprawnie rozwigzuje zadanie, oblicza tgor lub sine, a nastgpnie podaje
przyblizong warto$¢ cosinusa z tablic, to moze otrzymac¢ maksymalng liczbg punktow.
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Zadanie 33. (0—4)

Ze zbioru A={-3,-2,-1,1,2,3] losujemy liczb¢ a, natomiast ze zbioru B={-1,0,1,2}
losujemy liczbe b. Te liczby sa — odpowiednio — wspotczynnikiem kierunkowym i wyrazem
wolnym funkeji liniowej f (x)=ax+5b. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego

na tym, ze otrzymana funkcja f jest rosngca i ma dodatnie miejsce zerowe.

Przykladowe rozwiazanie
Zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para (a,b) liczb, gdzie ae A4 oraz be B.

Liczba |£2| wszystkich zdarzen elementarnych jest rOwna

|Q|=6-4=24.
Niech Z oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze otrzymana funkcja f jest rosngca i ma
dodatnie miejsce zerowe. Funkcja liniowa jest rosngca, gdy wspotczynnik kierunkowy a jest
dodatni, wigc ae{l,2,3}. Rosnaca funkcja liniowa ma dodatnie miejsce zerowe tylko
wowczas, gdy jej wykres przecina o§ Oy w punkcie o ujemnej rz¢dnej. Zatem wspotczynnik b
musi by¢ rowny —1.
Zbiér Z ma wigc postacé

Z={(1-1).(2.-1).(3.-1)}.

Zatem liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu Z jest réwna

|1z|=3.
Prawdopodobienstwo zdarzenia Z jest rowne:
3 1
P(Z)=—=—.
(2) 24 8

Schemat punktowania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.
Zdajacy

e obliczy liczb¢ wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6-4=24 Ilub wypisze

wszystkie zdarzenia elementarne
albo

e zapisze, ze funkcja liniowa f jest rosnaca tylko dla a e {1, 2,3},
albo
e 7zapisze, ze funkcja liniowa f, jako funkcja rosngca, ma dodatnie miejsce zerowe dla
b=-1
1 na tym poprzestanie lub dalej popehnia btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ....ccceevercvuiiserssurisersseicsnisssnessenssssesssssnsesasssans 2 p.
Zdajacy
e obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =6-4 lub wypisze wszystkie
zdarzenia elementarne oraz zapisze, ze funkcja liniowa f jest rosngca tylko dla
ae{l,2,3}
albo
e zapisze, ze funkcja liniowa f jest rosngca 1 ma dodatnie miejsce zerowe dla
ae{l,2,3} i b=-1
1 na tym poprzestanie lub dalej popeinia bedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy obliczy lub poda liczbe wszystkich zdarzen elementarnych |Q| =6-4 oraz

e wyznaczy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu Z:

(Z={(1,-1),(2,-1),(3,-1)})
albo
e zapisze, ze a€{l,2,3}, b=—1 oraz |Z|=3.

RV A VATV 2 1) T 1T 1)L 4 p.

. : . 1
Zdajacy obliczy szukane prawdopodobienstwo: .

Uwagi

1. iZeli zdajacy uzyska w wyniku koncowym liczbe spoza przedzialu <0, 1> , to moze
otrzymac co najwyzej 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy poda, ze |Z | =3 1nie zapisze zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu Z 1 z rozwigzania nie mozna wywnioskowac, ktore zdarzenia elementarne
zdajacy bierze pod uwagg, ale zapisze, ze a€ {1, 2,3} (albo tylko b =-1), to za cate
rozwigzanie zdajacy moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.

3. Jezeli zdajacy poda, ze |Z | =3 i nie zapisze zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu Z 1 z rozwigzania nie mozna wywnioskowac, ktore zdarzenia elementarne
zdajacy bierze pod uwagg, nie zapisze, ze a € {1, 2, 3} oraz nie zapisze, ze b=-1, to za

cate rozwigzanie zdajacy moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.
4. Jezeli zdajacy wypisze 3 poprawne zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu Z
i przyjmie, ze takimi zdarzeniami sg tez inne pary postaci (a,b), gdzie a€ {1, 2,3},

to moze otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie, o ile przyjecie tych niepoprawnych
zdarzen elementarnych jest efektem btedéw rachunkowych przy obliczaniu miejsc
zerowych utworzonych funkcji.

5. Jezeli zdajacy wypisze 2 poprawne zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu Z
1 trzecie poprawne potraktuje jako zdarzenie niesprzyjajace zdarzeniu Z, to moze
otrzymac 3 punkty za cate rozwigzanie, o ile odrzucenie tego poprawnego zdarzenia
elementarnego jest efektem btedéw rachunkowych przy obliczaniu miejsca zerowego
utworzonej funkcji.

6. Jezeli zdajacy zamiast rozwaza¢ a > 0 rozwaza a < 0, to jego rozwigzanie moze by¢
ocenione tak jak w nizej wymienionych przypadkach.
Przypadek 6a. Jesli zdajacy, przy rozwazanym a < 0, rozwaza b < 0, rysuje wykres
rosnacej funkceji liniowej (lub w inny sposob sygnalizuje, ze rozwaza funkcje rosnaca)
1 poprawnie oblicza ||, to moze otrzymac 2 punkty, o ile nie popetnia innych btgdow
1 rozwigzuje zadanie do konca.
Przypadek 6b. Jesli zdajacy, przy rozwazanym a < 0, rozwaza funkcj¢ liniowa malejaca
1 konsekwentnie b > 0, a ponadto poprawnie oblicza |€2|, to moze otrzymac 2 punkty,
o ile nie popelnia innych bledow i1 rozwigzuje zadanie do konca.

7. Jezeli zdajacy rozwigzuje zadanie metoda drzewkowa to moze otrzymac:
4 punkty — za rozwigzanie w pelni poprawne;
3 punkty — za rozwigzanie, z ktorego jednoznacznie wynika, ze zdajacy ustala:
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. . 1 .
a=1,2,31ze a moze by¢ wylosowane z prawdopodobienstwem 5 b =-11 ze moze by¢

. 1
wylosowane z prawdopodobienstwem 2 ;

2 punkty — za rozwigzanie, z ktdrego jednoznacznie wynika, ze zdajacy ustala:

. . 1 :
e a>01ze moze by¢ wylosowane z prawdopodobienstwem > b <01 ze moze by¢

. 1
wylosowane z prawdopodobienstwem 2

albo

e a=1,2,31b=-1;

1 punkt — za rozwigzanie, z ktorego jednoznacznie wynika, ze zdajacy ustala:
e a=1,2,3

albo

. . 1
e a>01ze moze by¢ wylosowane z prawdopodobienstwem 5

8. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych (lub wypisze
wszystkie zdarzenia elementarne) 1 zapisze, ze funkcja liniowa f, jako funkcja rosnaca,
ma dodatnie miejsce zerowe gdy b = -1, to moze otrzymac 2 punkty.
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Zadanie 34. (0—4)
W trojkacie prostokatnym ACB przyprostokatna AC ma dtugos¢ 5, a promien okregu wpisanego
w ten trojkat jest rowny 2. Oblicz pole trojkata ACB.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
A
c
5
2
S
\_ P
C a B

Pole trojkata ACB mozemy zapisa¢ na dwa sposoby. Ze wzoru na pole trojkata z podstawa
1 prostopadta don wysokos$cig trojkata otrzymujemy
—1 _1 —3
PACB —7|AC||BC|—§5G —7(1 5
a ze wzoru na pole trojkata z promienieniem okregu wpisanego w ten trojkat otrzymujemy
P,y =p-r=%-(|AC|+|BC|+|AB|)-r =%-(5+a+c)-2=a+c+5 .
Stad otrzymujemy
atc+5= %a ,
c= %a -5.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma
) 2
5+a = (7 a— 5) R

25+a’ =3 a’ —15a+25,

%a2—15a=0,
2a(a—12)=0.
Stad
a=0lub a=12.

Pierwsze z otrzymanych rozwigzan nie spetnia warunkéw zadania, wigc a =12.
Pole trojkata ACB jest wigc rowne
Py =3a=312=30.
II sposéb
PoprowadZzmy promienie okregu wpisanego w trojkat ACB do punktéw stycznosci tego
okregu z bokami tego trojkata i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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A
D
5 2
E2S X
N
C 2 F X B

Czworokat CFSE jest kwadratem o boku dlugosci 2, gdyz katy przy wierzchotkach C, F'i E sa
proste, a boki ES 1 FS sa rownej dtugosci. Zatem |EC| = |FC| =2.
Stad wynika, ze |4E|=|4C|-|EC|=5-2=3.
Oznaczmy x =|BF|. Zatem |BC|=|BF|+|CF|=x+2.
Z twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujemy
|BD|=|BF|=x oraz |AD|=|4E|=3.
Zatem |AB|=|AD|+|BD|=3+x .
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata 4ABC otrzymujemy
|4B|" =|AC[ +|BC
(3+x) =5 +(x+2)",

O+6x+x>=25+x"+4x+4,
x=10.
Przyprostokatna 4C ma wigc dlugos¢ |BC| =x+2=12, wigc pole trojkata ACB jest rowne

2
>

111 sposdb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A

2

S
\_ P
C a

Ze wzoru na promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny otrzymujemy
7 = Sta—c
2

B

4=5+a-c,
c=a+l.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
5’ +a’=c".
Zatem 5 +a*=(a+1),
25+a*=a*+2a+1,
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Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.
Zdajacy
e zapisze zalezno$¢ migdzy dlugos$ciami przyprostokatnej BC i przeciwprostokatnej
trojkata, np.: 5°+a’ =c’> lub a+c+5= 5a lub 2 :5“%

albo
e zapisze lub zaznaczy na rysunku rownosci co najmniej dwoch par odpowiednich
odcinkoéw, wynikajace z twierdzenia o odcinkach stycznych,
np.: |EC|=|FC| i |BF|=|BD|
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSLEP ...cccevverersreressnicssnnicssanessssnessssnssssssssssssssssassssnsses 2p.
Zdajacy
e zapisze uklad rownan pozwalajacy obliczy¢ dlugos¢ przyprostokatnej BC, np.:
(c:%a—S i5°+a’=c*)lub (2=5J”% i5°+a’=c")
albo
e zapisze dtugosci bokow BC 1 AB trojkata ACB w zaleznosci od jednej zmiennej,
np. dlugos$ci x odcinka BF: |BC| =x+2, AB| =x+3
1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania..........coeeeecveiccrnccnsencsssencsssencssssnessesssssesssnsses 3p.
Zdajacy zapisze roéwnanie z jedng niewiadomg prowadzace do wyznaczenia dtugosci bokoéw

BCi AB trojkata, np.: 5° +a° = (%a —5)2 lub (x+3)2 = (x+2)2 +5% lub 5°+a’ =(a +1)2 ina
tym zakonczy lub dalej popetnia biedy.

ROZWIGZaANie PEINE c...cuuveiinviiiniiiniininiinnnicnsniensnnissssnisssssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssss 4 p.
Zdajacy obliczy pole trojkata ACB: P,., =30.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania, a jedynymi bledami w przedstawionym
rozwigzaniu sg btedy rachunkowe, to otrzymuje 3 punkty.

2. Jezeli zdajacy popetnia blad merytoryczny, stosujac twierdzenie Pitagorasa, to otrzymuje
2 punkty, o ile nie popetia innych btedow i rozwigze zadanie do konca.

3. Jezeli zdajacy popetnia btad merytoryczny, stosujac nieistniejacy wzor ,,.kwadrat
sumy/r6znicy = suma/réznica kwadratow”, to otrzymuje 2 punkty, o ile nie popetnia
innych bledow i rozwigze zadanie do konca.

4. Jezeli zdajacy pominie we wzorze na pole trojkata wspotczynnik %, to otrzymuje

3 punkty, o ile nie popetnia innych btedow i rozwigze zadanie do konca.

5. Jezeli zdajacy przyjmie, ze 5 to dtugo$¢ przyprostokatnej BC, to moze otrzymac
maksymalnie 4 punkty, o ile poprawnie rozwiaze zadanie do konca.

6. Jezeli zdajacy przyjmie, ze 5 to dlugos¢ przeciwprostokatnej, to moze otrzymac co
najwyzej 1 punkt, za zapisanie (zaznaczenie) rownosci odcinkdéw stycznych.
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