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Zadania zamknigte

Punkt przyznaje sie za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogodlne Wymagania szczegolowe (l:(;)g;.\?vvi‘:cll;
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy wykorzystuje Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach I N
1 interpretowanie wzory na logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
reprezentacji. i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym A D
(1.6).
Zadanie 2. (0—1)
i 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi | wersia | Wersia
II. Wykorzystanie o wykladnikach wymiernych i stosuje prawa I ) I )
1 interpretowanie dziatan na potegach o wyktadnikach
reprezentacjl. wymiernych (1.4). B C
Zadanie 3. (0—1)
. . . . Wersja | Wersja
1L Modelowanie 1. IjICZbY rzeczywiste. Zda!qcy wykon}lje ; 1
obliczenia procentowe, oblicza podatki, zysk
matematyczne.
z lokat (1.9). B A
Zadanie 4. (0-1)
. 3. Roéwnania i nierdwnosci. Zdajacy sprawdza, | Yersja | Wersja
I. Wykorzystanie . o . . I I
. 2 .. | czy dana liczba rzeczywista jest rozwigzaniem
i tworzenie informacji. | _, . .y i
roOwnania lub nierownosci (3.1). D C
Zadanie 5. (0—1)
3. Réwnania i nierdwnosci. Zdajacy Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie wykorzystuje interpretacje geometryczng 1 11
1 tworzenie informacji. | uktadu réwnan pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi (3.2). B A
Zadanie 6. (0—1)
3. Roéwnania i nier6wnosci. Zdajacy Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie rozwigzuje proste rownania wymierne, I 11
1 tworzenie informacji. | prowadzace do rownan liniowych lub
kwadratowych (3.8). C A
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Zadanie 7. (0—1)

4. Funkcje. Zdajacy oblicza ze wzoru wartos¢

) - Skt Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie funkc;ji dla danego argumentu. Postuguje si¢ I N
1 interpretowanie poznanymi metodami rozwigzywania rOwnan
reprezentacji. do obliczenia, dla jakiego argumentu funkcja C B
przyjmuje dang warto$¢ (4.2).
Zadanie 8. (0—1)
4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu Wersja | Wersja
wiasnosci funkcji (dziedzing, zbidr wartosci, I I
II. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
1 interpretowanie w ktorych funkcja maleje, ro$nie, ma staty
reprezentacji. znak; punkty, w ktorych funkcja przyjmuje C D
w podanym przedziale warto$¢ najwieksza
lub najmniejsza) (4.3).
Zadanie 9. (0—-1)
4. Funkcje. Zdajacy odczytuje z wykresu Wersja | Wersja
wiasnosci funkcji (dziedzing, zbior wartosci, I I
II. Wykorzystanie miejsca zerowe, maksymalne przedziaty,
1 interpretowanie w ktorych funkcja maleje, rosnie, ma staty
reprezentacji. znak; punkty, w ktorych funkcja przyjmuje D A
w podanym przedziale warto$§¢ najwicksza
lub najmniejsza) (4.3).
Zadanie 10. (0-1)
4. Funkcje. Zdajacy wykorzystuje wlasnosci Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie funkcji liniowej 1 kwadratowej do interpretacji I I
1 interpretowanie zagadnien geometrycznych, fizycznych itp.
reprezentacji. (takze osadzonych w kontekscie praktycznym) D B
(4.12).
Zadanie 11. (0-1)
o . . . } Wersja | Wersja
111 Modelowanie 5 Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n ty wyraz ; I
i na sum¢ n poczatkowych wyrazow ciaggu
matematyczne.
arytmetycznego (5.3). A B
Zadanie 12. (0-1)
oo . . . ) Wersja | Wersja
1L Modelowanie 5 Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n ty‘wyraz I I
1 na sume n poczatkowych wyrazoéw ciagu
matematyczne.
geometrycznego (5.4). A C

Strona 3 z 31




Zadanie 13. (0-1)

1. Wykorzystanic 6 Trygonome"[{la..Zdancy znajae wartos¢ Wersja | Wersja
. . jednej z funkcji: sinus lub cosinus, wyznacza I I
1 Interpretowanie . ..
reprezentacii wartosci pozostatych funkcji tego samego kata
P g ostrego (6.5). D A
Zadanie 14. (0-1)
s .| 7. Planimetria. Zdajacy stosuje zaleznos$ci Wersja | Wersja
IV. Uzycie 1 tworzenie . , . . I I
' miedzy katem srodkowym 1 katem wpisanym
strategii.
(7.1). A D
Zadanie 15. (0-1)
: . . ST Wersja | Wersja
I. Wykorzystanic 7. Planlmetrla. Zdajqcy rozpoznaje tr(')ﬂfqty I I
: 2 .. | podobne 1 wykorzystuje cechy podobienstwa
1 tworzenie informacji. s
trojkatow (7.3). C B
Zadanie 16. (0—1)
7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wiasnosci Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie funkcp tqgonometrycznych w tatwych I I
7. obliczeniach geometrycznych, w tym ze
strategii. .
wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych A D
dwoch bokach i kacie migdzy nimi (7.4).
Zadanie 17. (0-1)
1. Wykorzystanie 8. Qeometrla na plaszczyz,r’u'e kartezj ansk}efj. Wersja | Wersja
. . Zdajacy bada rownolegtos¢ i prostopadtose 1 11
1 Interpretowanie .= , .
reprezentacii prostych na podstawie ich rownan
' kierunkowych (8.2). D B
Zadanie 18. (0-1)
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;. Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie Zdajacy wyznacza rOwnanie prostej, ktora jest I N
1 interpretowanie rownolegta lub prostopadta do prostej danej
reprezentacji. w postaci kierunkowej i przechodzi przez B C

dany punkt (8.3).
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Zadanie 19. (0-1)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;.

. e o Wersja | Wersja
Zdajacy znajduje obrazy niektorych figur I I
II. Wykorzystanie geometrycznych (punktu, prostej, odcinka,
1 interpretowanie okregu, trojkata itp.) w symetrii osiowe;j
reprezentacji. wzgledem osi uktadu wspotrzednych C A
i symetrii sSrodkowej wzgledem poczatku
uktadu (8.7).
Zadanie 20. (0—-1)
. Wersja | Wersja
H.' Wykorzystame 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;j. 1 11
1 Interpretowanie . . . . .
. Zdajacy oblicza odlegtos¢ dwoch punktow (8.6).
reprezentacjl. C D
Zadanie 21. (0-1)
9. Stereometria. Zdajacy okresla, jaka figura Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie jest dany przekrdj prostopadtoscianu I I
1 interpretowanie ptaszczyzna (9.5).
reprezentacji. G10. Figury ptaskie. Zdajacy stosuje B D
twierdzenie Pitagorasa (G10.7).
Zadanie 22. (0-1)
. Wersja | Wersja
?i'n\tZYkrz(Z)}\;S;?l?ée G11. Bryly. Zdajacy oblicza pole powierzchni 1 11
Tpretow i objetosé walca, stozka, kuli (G11.2).
reprezentacjl. D C
Zadanie 23. (0—-1)
1. Wykorzystanie G9. Statystyka opisowa i Wprowadzc?nle do Wersja | Wersja
. . rachunku prawdopodobienstwa. Zdajacy 1 11
1 interpretowanie . . . ;
reprezentacii wyznacza $rednig arytmetyczng i mediang
' zestawu danych (G9.4). B C
Zadanie 24. (0-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I I
III. Modelowanie Zdajacy zlicza obiekty w prostych sytuacjach
matematyczne. kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia
wzoréw kombinatorycznych, stosuje regule C D

mnozenia i regule dodawania (10.2).
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Zadanie 25. (0-1)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
1L Modelowanie prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I II
: Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa
matematyczne. ) .
w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng A B
definicje prawdopodobienstwa (10.3).
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Zadania otwarte

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 26. (0-2)

3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy korzysta z wlasno$ci
iloczynu przy rozwigzywaniu réwnan typu x(x + 1)(x —7) =0
(3.7).

I. Wykorzystanie
i tworzenie informacji.

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2 p.
gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania rOwnania: x=2, x=—1 oraz x =35, o ile nie zastosuje
niepoprawnej metody.

Z.dAJACY OLTZYIMUJE ..cuvvererrurecsraricssanesssanesssssesssssessassssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnasss 1p.
gdy:
e zapisze dwa rownania x’ —8=0 i x’ —4x—5=0 lub z zapisu wynika, ze rozwigzuje
te rownania
albo
e wyznaczy poprawnie lub poda rozwigzania jednego zrdéwnan: x’—8=0 lub
x'—4x-5=0
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy jedynie poda wszystkie rozwigzania rownania, bez zapisanych rachunkow
lub uzasadnienia, to otrzymuje 2 punkty.

2. Jezeli zdajacy poprawnie zapisze lewa strong¢ rdwnania w postaci sumy jednomianow,
znajdzie trzy rozwigzania: —1, 2, 5, ale nie uzasadni, ze sg to jedyne rozwigzania,
to otrzymuje 1 punkt.

3. Jezeli na etapie przyrownywania czynnikow do zera jedynym btedem zdajacego jest btad
przy rozkltadzie wielomianu x° —8, to zdajacy moze otrzyma¢ 1 punkt za cale rozwigzanie.

Przykladowe rozwiazanie
Tloczyn (x3 - 8) (x2 —4x— 5) =0 jest rowny 0, jesli przynajmniej jeden z czynnikow jest rowny 0.

Zatem x’ —8=0 lub x* —4x-5=0.
Roéwnanie x° —8 =0 ma jedno rozwigzanie x=2.

Rownanie x’—4x-5=0 doprowadzamy do postaci iloczynowej (x+1)-(x—5)=0.
Przynajmniej jeden z czynnikéw (x+1) lub (x—35) jest rowny 0, czyli x=—1 lub x=5.

Zatem rozwigzaniami rOwnania (x3 - 8) (x2 —4x- 5) =0 sgliczby: x=2, x=-1 oraz x=35.
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Zadanie 27. (0-2)

II. Wykorzystanie
1 interpretowanie
reprezentacji.

3. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy rozwigzuje nieréwnosci
kwadratowe z jedng niewiadoma (3.5).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy:
e poda zbidr rozwigzah nierdownosci: (—oo, %) U(4,+00) lub xe (—oo, %) U(4,+e0), lub
x<%vx>4
albo
e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow
A A R
7 7 ”
4 4
Z.dAaJACY OLIZYMUJE ..cueeverrersssnnrecsssssnressssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy:

e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym zakonczy lub btednie zapisze zbidr
rozwigzan nieréwnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, :% oraz x, =4
1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci;
o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f okre$lonej wzorem
f (x) =3x>—16x+16 i na tym zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwiazan
nierownosci
e popelni blgdy przy wyznaczaniu pierwiastkow trojmianu  kwadratowego

3x*—16x+16, ale otrzyma dwa rdézne pierwiastki tréjmianu kwadratowego
1 konsekwentnie do popetnionych btedéw wyznaczy zbidr rozwigzan nierdwnosci.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wyznacza pierwiastki trojmianu kwadratowego w przypadku, gdy obliczony
wyréznik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktéw za cale rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z trojmianem kwadratowym z zadania,
to oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje
0 punktéw za cate rozwigzanie.

3. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x < % 1x>4, x< % oraz x >4, itp.
4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =%, x, =4 1 blednie zapisze
odpowiedz, np. xe (—oo, —%) U (4, +e0), popelniajac tym samym blad przy przepisywaniu

jednego z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.
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Kryteria uwzgledniajgce specyficzne trudnos$ci w uczeniu si¢ matematyki

Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan nieréwnosci

4

w postaci (—eo, 4) u(%, +oo) , (4e0,4)U (g’ —oo) , to przyznajemy 2 punkty.

Przykladowe rozwiazanie
Rozwigzanie nierdwnos$ci kwadratowej sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap to wyznaczenie pierwiastkow trojmianu kwadratowego: 3x”> —16x +16.
Drugi etap to zapisanie zbioru rozwigzan nieréwnos$ci kwadratowej: 3x* —16x+16>0.
Pierwszy etap rozwigzania moze zosta¢ zrealizowany nastepujaco:

e obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego 3x* —16x+16

o obliczamy wyrdznik tego tréjmianu:
A=16-16—4-3-16=4-16=2>-47 istad x, =168 =% oraz x, =168 —4

6 3 6
albo
o stosujemy wzory Victe’a:
X, X, :% oraz x, +x, :%, stad x, =% oraz x, =4.

Drugi etap rozwigzania.

Podajemy zbior rozwigzan nierdwnosci: (—oo, %) U(4,+e0) lub xe (—oo, %) U (4, +00).
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Zadanie 28. (0-2)

V. Rozumowanie 3
i argumentacja. mnozeniana (a+b)" oraz a’ -b> (2.1).

2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy uzywa wzoréw skroconego

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueueerrcrsrnrrecssssrrcsssssssecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy

albo

albo

albo

albo

albo

albo

zapisze nierd6wno$¢ w postaci, zawierajacej po jednej stronie 0, a po drugiej sume
wyrazen algebraicznych, bedacych wielokrotnosciami kwadratéw liczb lub
stanowigcych jedng stron¢ wzoru skrdoconego mnozenia, ktorego druga strona jest
kwadratem, np.:

2a°+a’ —2ab+b* +2b* 20

zapisze oszacowanie 3a” —2ab+3b> > a* —2ab+b’,

obliczy wyr6znik trojmianu kwadratowego w zaleznosci od zmiennej a lub b,
wystepujacego po jednej stronie nierdéwnosci, gdy po drugiej stronie jest 0, i stwierdzi,
ze jest on niedodatni,

rozwaza dwa przypadki: w pierwszym stwierdza, ze gdy ab <0, to nierownos¢ jest

. . .y L .a b_2
prawdziwa, a drugim doprowadza nierownos¢ do postaci 3 +—2 3
a

rozwaza dwa przypadki: w jednym dzieli stronami nieréwno$¢ przez b lub przez a°,
a w drugim przyjmuje, ze a lub b jest réwne 0, oraz w przypadku, w ktorym dzieli
stronami nieréwnos$¢ 1 obliczy wyroznik otrzymanego trojmianu kwadratowego,

zapisze, ze prawdziwa jest nierdwno$¢ 2a” +2b° >0 oraz zapisze, ze prawdziwa jest
nierowno$¢ (a—b) 20 i przedstawi te nierowno$¢ w postaci réwnowaznej

a*—2ab+b>20 ,

wskaze, Ze przeprowadza dowdd nie wprost, zapisze nierdéwnos$¢ 3a’ —2ab+3b* <0
oraz zapisze jeden z dwdch ponizszych komentarzy:

s ’r 2 . . .
o nierownos¢ (a—b) <0 jest nieprawdziwa;
. ’ ’z 2 . . . , , oy .
O nNIerownosc (a —b) >0 jest prawdziwa oraz nierdwno$¢ 2a’+2b°<0 jest

nieprawdziwa

1 na tym zakonczy lub dalej popeinia btedy.
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Uwagi
1. Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwos$¢ nierdwnosci jedynie dla wybranych wartosci a 1 b,
to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy zakofczy rozumowanie, zapisujgc nierdwnos$é 2a’ +(a—b)2 +2b>>0 lub

1Y 8 . . . . . .
(a _§bj +§b2 > 0 inie przedstawi komentarza uzasadniajacego przyjmowanie wytacznie

nieujemnych wartosci przez wyrazenie zapisane po lewej stronie nierownosci, to otrzymuje
1 punkt.

3. Jezeli zdajacy w IV sposobie rozwigzania pominie przypadek 6 =0 lub a =0, to za cale
rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

4. Jezeli zdajacy w V sposobie rozwigzania pominie przypadek ab <0, to za cale rozwigzanie
moze otrzymac co najwyzej 1 punkt, o ile wykaze prawdziwos¢ nierownosci w przypadku
ab>0.

5. Jezeli zdajacy po uzasadnieniu prawdziwo$ci nieréwno$ci a’—2ab+b> >0 zapisze

nieré6wno$é 3a’ —2ab+3b> >0 i na tym zakohczy, to za cale rozwigzanie otrzymuje
1 punkt.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Przeksztalcamy rownowaznie nierdwnos$¢ i otrzymujemy kolejno:

3a® —2ab+3b> >0,
2a* +a*-2ab+b*+2b* 20,
2a* +(a—b) +2b* 20.

Lewa strona nierdwno$ci jest sumg trzech liczb nieujemnych: 2a°— jako wielokrotno$é

kwadratu liczby, (a —b)2 — jako kwadrat liczby, 2b” — jako wielokrotno$¢ kwadratu liczby.

Zatem z lewej strony nierdwnosci wystepuje wyrazenie przyjmujace warto$¢ nieujemna, czyli
nierd6wnos$¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

Uwaga

Cate rozumowanie mozna zapisa¢ w postaci
3a’ =2ab+3b* > a* —2ab+b* = (a—b)2 >0,

co jest prawda dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b.
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II sposéb
Przeksztalcamy rownowaznie nierdwnos$¢ i otrzymujemy kolejno:

3a* —2ab+3b> 20,

a’ —§ab+b2 >0,
2
(a—lbj —ébz +b* 20,

2
(a—%bj +§b2 >0.

2
Lewa strona nierdwnosci jest suma dwoch liczb nieujemnych: (a - %bj —jako kwadrat liczby,
8 5 . . iy :
§b — jako wielokrotno$¢ kwadratu liczby.
Zatem z lewej strony nierdwnos$ci wystepuje wyrazenie przyjmujace warto$¢ nieujemna, czyli
nierownos$¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

111 spos6b
Wyrazenie z lewej strony jest trojmianem kwadratowym dla zmiennej a, z parametrem b.

Obliczamy wyréznik tego trojmianu kwadratowego:
A=(-2b)" —4-3-3p* = 4b* —=36b> = —32b" .

Obliczony wyr6znik trojmianu kwadratowego jest niedodatni dla dowolnej liczby rzeczywistej b.
Zatem trdjmian kwadratowy nie ma pierwiastkow lub ma jeden pierwiastek rzeczywisty. Przy
najwyzszej potgdze tréjmianu kwadratowego stoi liczba dodatnia 3, zatem lewa strona
nierOwnosci przyjmuje wartosci nieujemne dla dowolnej zmiennej rzeczywistej a. Oznacza to,
ze nierdéwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a 1 b.

To konczy dowod.

Strona 12 z 31



IV sposob

Rozwazmy dwa przypadki.
1. b=0
2. b#0

W pierwszym przypadku otrzymujemy nierdwnos$é¢ 3a’ > 0, ktora jest prawdziwa dla dowolnej
liczby rzeczywistej a, bo wyrazenie po lewej stronie jest wielokrotnos$cig kwadratu liczby.

Zatem nieréwnos¢ 3a’ —2ab+3b* 20 jest prawdziwa w przypadku, gdy b=0.

W drugim przypadku mozemy podzieli¢ obie strony nieréwnosci 3a® —2ab+3b*> > 0 przez b*.

a

2
a
- >
bj 2b+3_0

Otrzymujemy nier6wnosc: 3[

Obliczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego zmiennej x, gdzie x = % , Wystepujacego

z lewej strony nier6wnosci:
A=(-2)"-4-3-3=4-36=-32.

Obliczony wyr6znik trojmianu kwadratowego jest ujemny, zatem trojmian kwadratowy nie ma
pierwiastkéw rzeczywistych. Przy najwyzszej potedze tréjmianu kwadratowego stoi liczba
dodatnia 3, zatem lewa strona nierownos$ci przyjmuje zawsze warto$¢ dodatnig. Oznacza to, ze
nierdwnos$¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby a 1 dowolnej liczby b r6znej od zera.

Z rozwazonych dwoch przypadkow wynika, Ze nierdwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych
rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

V sposéb (przypadki ze wzgledu na znak ab).

Rozwazmy dwa przypadki.

1. Gdy ab<0 . Wtedy nierdownos¢ 3a” —2ab+3b”> >0 jest prawdziwa, gdyz po jej lewej
stronie jest suma trzech nieujemnych sktadnikéw 3a* , —2ab , 3b° .

2. Gdy ab>0 . Wtedy nieréwno$¢ zapisujemy w postaci rownowaznej 3a’ +3b” > 2ab .

Obie strony tej nierownos$ci mozemy wtedy podzieli¢ przez dodatnig liczbe 3ab, otrzymujac
nierownos¢

\V
w | N

>R
Q|

Z twierdzenia o sumie liczby dodatniej i jej odwrotno$ci wynika, ze %+ —22> 3
a

To konczy dowod.

VI sposob (dowdd nie wprost)
Zatdézmy, nie wprost, ze dla pewnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nier6wnos¢
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3a® —=2ab+3b* <0 .

Poniewaz 2a’ +2b”> >0 , wiec nieréwno$¢ ta bytaby prawdziwa tylko wtedy, gdyby

a*=2ab+b* <0, czyli (a—b)’ <0, co jest nieprawda.

Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze nierdwno$é¢ 3a° —2ab +3b”> <0 jest falszywa.

Prawdziwa zatem jest nierdwno$é: 3a” —2ab+3b> >0
To konczy dowod.

VII sposob
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwe sg nierownosci

(a—b)" 20 oraz 2a*+2b* 20,
czyli
a®—2ab+b>>0 oraz 2a° +2b*> 20.

Dodajac te nierdéwnosci stronami, co mozemy zrobi¢, gdyz nierownosci sg tak samo
skierowane, otrzymujemy
a’*=2ab+b* +2a*+2b> 20,
czyli
3a® —2ab+3b> 20.
To konczy dowod.
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Zadanie 29. (0-2)

SP9. Wielokaty, kota, okregi. Zdajacy stosuje twierdzenie

V. Rozumowanie o sumie katow trojkata (SP9.3). Zdajacy rozpoznaje i nazywa
1 argumentacja. trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne, rownoboczne
1 rownoramienne (SP9.1).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy wykorzysta rownos$¢ katow przy podstawie w trojkatach rownoramiennych BCS i ABS
oraz

e zapisze zalezno$¢ miedzy katami o 1 ABS, np.: |<):ABS | = |<):BAS | =20
albo

e zapisze zalezno$¢ migdzy katami ¢, DSA oraz dowolnym katem trojkata ABS
w postaci uktadu dwoch rownan z trzema niewiadomymi, np.: o+ y+ f =180°

1 f=180°-4«
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Uwagi

1. szwia}zanie uznajemy za peine, jezeli z zapisow zdajacego wynikaja kolejne kroki
rozumowania.

2. Jezeli zdajacy zaznaczy na rysunku zalezno$ci migdzy katami, ale nie opatrzy rozwiazania
stosownym wyjasnieniem, to moze otrzyma¢ co najwyzej 1 punkt. Tego typu sytuacje
ilustrujg ponizsze rysunki.
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3. Jezeli zdajacy zaznaczy na rysunku katy trojkatéw BCS, ABS i kat ASD i na tym
poprzestanie, to otrzymuje 0 punktow. T¢ sytuacje ilustruje ponizszy rysunek.

R

A B c

4. Jezeli zdajacy przyjmuje konkretne miary katodw, to otrzymuje 0 punktow.

Przykladowe rozwiazanie

, wiec |<):BSC|=|<):BCS|. Zatem
|<):BCS| =|<):ACS| =o. Wynika stad, ze |<):CBS| =180°-2a, a wiec |<):ABS| =20 . Poniewaz
, wige [«BAS|=2a.

7 zatozenia trojkat CSB jest rownoramienny i |BS | = |BC

trojkat ABS jest rownoramienny i |AS | = |BS
Zatem |<ASB| =180°—4a.
Zauwazmy, ze

|«cASD|+|<4SB|+|<«BSC| =180°.
Otrzymujemy zatem réwnanie

|«ASD|+180° —4or+a =180°,
skad wynika, ze
|«ASD| =3a.

To konczy dowod.
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Zadanie 30. (0-2)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
II1. Modelowanie 1 kombinatoryka. Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa
matematyczne. w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa (10.3).

Schemat punktowania

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeeericrissnnrecsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 2p.

gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia 4: P(A) = % .

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeeerrcrsssnnrecsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy
e obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =5"=25
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu 4 : |A| =9 1 nie wskazuje przy tym niepoprawnych zdarzen elementarnych

sprzyjajacych zdarzeniu A4,
albo
e zapisze przy stosowaniu drzewa probabilistycznego na dwoéch etapach
prawdopodobienstwa potrzebne do wyznaczenia koncowego wyniku oraz wskaze
wszystkie sytuacje sprzyjajace rozwazanemu zdarzeniu,
albo
e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A4 lub wypisze
wszystkie zdarzenia elementarne
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popetni btad przy wypisywaniu par i wypisze o jedng za mato lub o jedng za
duzo, ale nie wypisze zadnej niewtasciwej 1 konsekwentnie do popetnionego btedu obliczy
prawdopodobienstwo, to otrzymuje 1 punkt.

2. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(A)>1 lub P(A)<0, to otrzymuje
za cale rozwigzanie 0 punktéow, o ile koncowy wynik nie jest skutkiem btedu
w dziataniach na utamkach.

3. Jezeli zdajacy stosuje drzewo probabilistyczne, w ktorym przynajmniej pi¢¢ galtezi
odpowiada sytuacjom sprzyjajacym rozwazanemu zdarzeniu, i1 zdajagcy pominie jedng
z takich galezi, to moze otrzymac 1 punkt, jesli doprowadzi rozumowanie do konca.

4. Jezeli zdajacy zapisze tylko: P(A) = % , to otrzymuje 1 punkt.

5. Jezeli zdajacy zapisze tylko: |A| =9, Q| =25,P(A)= ZiS , to otrzymuje 2 punkty.

6. Jezeli zdajacy zapisze prawdopodobienstwo P(A4) = % 3 , to otrzymuje 2 punkty.

5
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Przykladowe rozwiazania

I sposéb (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)
Zdarzeniami elementarnymi w przestrzeni Q sa wszystkie pary liczb (a, b) , gdzie a,be {1,2,3,4, 5} .

Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =5.-5=25.

Obliczamy liczb¢ zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4 polegajacym
na otrzymaniu liczb, ktérych iloczyn jest liczba nieparzysta, np. wypisujac je 1 zliczajac:

A={(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3).(3,5).(5.1).(5.3).(5,5)].
Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest wigec réwna 9.
9

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rtowne: P(4)= 75

II sposéb (metoda tabeli)
Wszystkie zdarzenia elementarne mozemy

(1,1) (L2) (1,3) (L4) (1,5) przedstawi¢ w postaci kwadratowej tablicy.
(21) (22) (23) (24) (29)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) albo

(1) (42) (43) (44) (49) I 1x] T
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

nlh|wio|—
>
>
>

Stad |Q|=5-5=25

Jest to model klasyczny.

Zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu A sa pary liczb, ktorych iloczyn jest
liczba nieparzysta. Sa to wszystkie pary liczb wyrdznione w pierwszej tablicy lub zaznaczone
w drugiej.

Jestich 9. Zatem P(A) :i.

25
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III sposéb (metoda drzewka)

Przedstawiamy model graficzny do§wiadczenia.
P — oznacza liczbe parzysta, N — nieparzysta.

W | W

2
5

| N
WD | W
W | o
W | W

P N P N

Iloczyn dwodch liczb naturalnych jest nieparzysty, jesli obie liczby s3 nieparzyste.
W rozwazanym do$wiadczeniu, by zaszto interesujace nas zdarzenie, musimy wylosowa¢ dwie
liczby nieparzyste. Do wyznaczenia poszukiwanego prawdopodobienstwa wystarczy zatem
wymnozy¢ liczby z gatezi narysowanego drzewa, odpowiadajace sytuacji: N-N.

Czyli P(A):3 2
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Zadanie 31. (0-2)

7. Planimetria. Zdajacy korzysta z wlasnos$ci funkcji

IV. Uzycie i tworzenie | trygonometrycznych w fatwych obliczeniach geometrycznych,
strategii. w tym ze wzoru na pole trojkata ostrokatnego o danych dwoch
bokach i kacie migdzy nimi. (7.4).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy obliczy dlugos¢ przekatnej BD trapezu: |BD| =68 =217

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze wysoko$¢ trapezu: |AD| =21 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu wysokosci trapezu popeini btad polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu definicji funkcji trygonometrycznej lub niewlasciwym
zinterpretowaniu zalezno$ci miedzy dlugosciami bokow w trojkacie ,,30°, 60°, 90°7,
lub zastosowaniu niewlasciwego wzoru z sinusem kata na pole trojkata, to otrzymuje
0 punktéw za cale rozwigzanie.

2. Jesli zdajacy przedstawi poprawny sposob obliczenia wysokos$ci trapezu, popeini btad przy
wyznaczaniu tej wysokosci, ale otrzyma jako wysoko$¢ trapezu liczbe dodatnig, to moze
otrzyma¢ 1 punkt, za konsekwentne wyznaczenie dtugosci przekatnej BD.

Przykladowe rozwiazanie
Poniewaz |<):A CD| =30°, wiec trojkat ACD jest polowa trojkata rownobocznego. Zatem
1 —1l.a-
|4D|=5-|AC|=5-4=2.
Trojkat ABD jest prostokatny, wiec mozemy wykorzysta¢ zaleznos$¢ z twierdzenia Pitagorasa
|BD[" =|4D| +|48]".

Stad otrzymujemy

BD[ =27 +8> = 68.
Zatem

|BD|=/68 =217 .
Uwaga

Wysokos¢ |AD| trapezu mozna wyznaczy¢ takze innymi metodami.
1. Z pola trojkata ABC, wyznaczonego na dwa sposoby, np.: % 8-4-5in30° = % 8- |AD| .
40

2. Z funkcji trygonometrycznej kata w trojkacie ACD, np.: m =sin30°.
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Zadanie 32. (0-4)

II1. Modelowanie 5. Ciagi. Zdajacy stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n
matematyczne. poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (5.3).

Schemat punktowania

ROZWIGZaANie PEINE c...cuuueiieviiinriiniininiinsniensniensanicsssnisssssissssssssssssssssessssssssssssssssssssnsssssnssss 4 p.
Zdajacy obliczy k: k=27.

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci Zadania..........ceeeecveicnrnecssncsssenesssencssssnessesssssesssnsses 3p.
Zdajacy zapisze robwnanie z jedng niewiadomg k, ktére wynika ze wzoru na k-ty wyraz ciaggu

arytmetycznego: 26+ (k—1)-(—4)=-78
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...cccevverersercssnnicssnnicssnnscsssnsssssssssssssssassssssssssnases 2p.
Zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego: a, =26 1 na tym zakonczy lub

w dalszej czg$ci rozwigzania stosuje niepoprawny wzOr na wyraz ay, .

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwigzania 1p.
Zdajacy

a,+a,+a,+a,+as+a
6

=16

e zapisze rdbwnanie

albo
e wykorzysta wzdr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisze wszystkie wyrazy:
a,, a,, a,, as, a,, w zaleznosciod a, irnp.: a,=a,+r, a,=a,+2r, a,=a, +3r,

as;=a,+4r, a,=a,+5r,

albo
e zapisze,ze S, =616,
albo
e zastosuje wzOr na sume szesciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
. ., . 2a,+5r
i wyznaczy S, w zaleznosciod a, ir: S, = 12 -6

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i popelnia jedynie btedy rachunkowe,
to moze otrzymac 3 punkty, o ile popelnione bledy nie ulatwiaja rozwazanego zagadnienia
na zadnym etapie rozwigzania, a uzyskana liczba k jest catkowita dodatnia.

2. Jezeli zdajacy popetnia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej i poprawnie stosuje
wzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy popelnia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej 1 poprawnie stosuje
wzOr na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego, to moze otrzymaé
co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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10.

11.
12.

13.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje $rednig arytmetyczng i popetnia btad we wzorze na
n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, to moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cate
rozwigzanie.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje Srednig arytmetyczng i popetnia btad we wzorze na
sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, to moze otrzymaé co najwyzej
2 punkty za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajacy popelnia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej i popelnia btad we
wzorze na sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac
co najwyzej 1 punkt za cate rozwigzanie.

Jezeli zdajacy poprawnie obliczy a, =26, a nastgpnie zapisze k=27, to otrzymuje
4 punkty.

Jezeli zdajacy stosuje metode prob i btedow, sprawdzajac, czy otrzymany cigg spetnia
warunki zadania (suma sze$ciu poczatkowych wyrazow jest rowna 96 lub ich $rednia
arytmetyczna jest rOwna 16) 1 zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze
a, =26 1 k=27, to otrzymuje 4 punkty.

Jezeli zdajacy stosuje metode prob i1 btedow, sprawdzajac, czy otrzymany ciag spetnia
warunki zadania (suma sze$ciu poczatkowych wyrazow jest rowna 96 lub ich $rednia
arytmetyczna jest rowna 16) 1 zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze
a, =26 albo k=27, to otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy od razu zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze k =27,
ale z zapisOw zdajacego nie mozna wywnioskowaé, ze dokonuje sprawdzenia,
czy podany ciagg spetnia warunki zadania, to otrzymuje 1 punkt.

Jezeli zdajacy jedynie zapisze a, =26 i k=27, to otrzymuje 0 punktéw.

Jezeli zdajacy poprawnie obliczy a,, a w drugiej czeSci rozwiazania zapisze roOwnanie
z niewiadomg k 1 popelni jeden blad polegajacy na wpisaniu: zamiast liczby —78 liczby 78
albo zamiast liczby —4 liczby 4, albo zamiast liczby 26 liczby —26, to moze otrzymac
1 punkt za drugi etap.

Jezeli zdajacy nie zapisuje, ze korzysta z sumy szesciu poczatkowych wyrazow ciagu,

. . L ., .a,ta,
a rozpoczyna rozwigzanie od zapisania zaleznoS$ci e =16 bez stosownych objasnien,

to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.
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Przykladowe rozwigzanie
Z tresci zadania otrzymujemy
a,+a,+ta,+a,+as+ag

=16,
6
a+a+(-4)+a,+2-(-4)+a,+3-(-4)+a,+4-(-4)+a,+5-(—4) 16
6 b
64, =60 _ o
6
a, =26.

W celu obliczenia liczby k stosujemy wzor na wyraz a1 otrzymujemy:
26+ (k—1)-(—4)=-78,astad k=27.
Odpowiedz: a, =26, k=27.
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Zadanie 33. (0-4)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy wyznacza
roéwnanie prostej, ktéra jest rownolegta lub prostopadta do

IV. Uzycie i tworzenie | prostej danej w postaci kierunkowej i przechodzi przez dany
strategii. punkt (8.3). Zdajacy oblicza wspétrzgdne punktu przecigcia
dwoch prostych (8.4). Zdajacy wyznacza wspotrzedne $rodka
odcinka (8.5).

Schemat punktowania

ROZWIQZanie Pelne .......uueiievivuriicnisnniinisnniicnsssnnicssssnnecsssnsnessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 4 p.
Zdajacy obliczy i zapisze wspotrzedne szukanego punktu B :

p=(12.-1)
5 5

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy:
e zapisze obie rownosci pozwalajace obliczy¢ wspotrzedne szukanego punktu B, np.
—18+x, 6 ; 10+y, 18

2 5 2 5
albo
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadoma, pozwalajace obliczy¢ wspoirzedna
szukanego punktu B, np.
3x+3-4] 32410

J10 5

lub
3(12-3y)-y| 32410
J10 -5
lub

3x—64=—L(x+18)+10
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

1 na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSLEP ....cccveecrvercssrercssanrcsssnscsssnsssssnssssssssssnsssssssssssnns 2p.
Zdajacy:
e wyznaczy roOwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x

i przechodzacej przez punkt 4=(-18,10)
y=—3x+4
oraz obliczy odleglo$¢ d punktu A =(-18, 10) od prostej o rownaniu y =3x

32410

5

d

albo
: . , . 6 . 18
e obliczy wspotrzedne $rodka odcinka AB: x = 3 1y= R

albo
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e wyznaczy roOwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x
i przechodzacej przez punkt 4=(-18,10)
y=—1x+4
oraz wyznaczy roéwnanie prostej przechodzacej przez punkt B i rownolegtej do
symetralnej odcinka AB: y =3x—64
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwiazania Zadania.........eececeeciveecnssencsssnncssnncsssncssssesssssesssssessssesssssssssssese 1p.
Zdajacy:

e wyznaczy rOwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x

1 przechodzacej przez punkt A= (—18, 10)

y=—1x+4
albo
e obliczy odlegtos¢ d punktu 4 =(—18,10) od prostej o rownaniu y = 3x
32410
5 2
albo
e wyznaczy odlegto$¢ punktu 4 od punktu nalezacego do symetralnej odcinka AB
w zaleznos$ci od jednej zmiennej, np.: \/(x+18)2 +(3x— 10)2 ,
albo
e wyznaczy wspotrzedne Srodka S odcinka AB w zaleznos$ci od wspoirzednych konca
B odcinka AB: S =(_182+x8 ,10%),
albo
e wyznaczy rownanie prostej przechodzacej przez punkt B i rownolegtej do
symetralnej odcinka AB: y =3x—64
Uwagi

1. Jesli zdajacy popelni btedy rachunkowe, ktore nie przekreslaja poprawnosci rozumowania
i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac za cale rozwigzanie
co najwyzej 3 punkty.

2. Jezeli jedynym bledem jest:

a) blad przy ustalaniu wspodtczynnika kierunkowego prostej 4B, to zdajacy moze otrzymac
co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

b) btad przy wyznaczaniu b, polegajacy na zamianie miejscami wspotrzednych punktu 4,
to zdajacy moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

c) blad polegajacy na zamianie miejscami wspolrzednych przy wyznaczaniu $rodka S,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

d) blad polegajacy na blednym podstawieniu do wzoru na odlegto$¢ punktu od prostej,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;
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e) blad polegajacy na zastosowaniu niepoprawnego wzoru ,,a+b = Ja+b”, to zdajacy
moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przykladowe rozwigzania

I sposéb
Wyznaczamy rownanie prostej prostopadlej do prostej o rownaniu y =3x i przechodzacej

przez punkt 4 :
y=—3x+b.

Punkt 4 nalezy do prostej y =—4x+b, wigc 10=—1(-18)+b. Stad b=4.

Obliczamy wspotrzedne punktu S przeciecia prostej y = 3x i prostej AB:

y=3x
y=—1x+4
Wtedy 3x=—1x+4.
Zatem
6 . 18 . 6 18
x=—1y=—,czyli S=|—,—|.
5 4 5 Y (5 5]
Poniewaz punkt S jest srodkiem odcinka AB , wigc
—18+x, 6 ; 10+y, 18
2 5 2 '
Stad x, =10 i v, ==, cayli B=(Q,—§j.

1T sposéb (,,odlegtos¢ punktu od prostej™)
Rownanie prostej prostopadiej do danej prostej i przechodzacej przez punkt 4 ma postac:
y=—3x+b.
Wtedy 10=—-1(-18)+b, stad b =4. Zatem rownanie prostej AB ma posta¢: y =—1ix+4.
Punkt B nalezy do tej prostej, wiec
B=(x,—1x+4).
Obliczamy odlegto$¢ punktu 4 od prostej o rownaniu y =3x:
3:(-18)—-1-10] 32410
Jioo s

Poniewaz prosta o rownaniu y =3x jest symetralng odcinka AB, wigc odlegtos¢ punktu

32410
o

B=(x,—%x+4) od prostej 0 réwnaniu y =3x jest takze réwna

Zatem otrzymujemy roOwnanie:
pxrs-4_32410
5 b

Jio

Rownanie to jest rtOwnowazne alternatywie réwnan
Dx—-4=064lub Lx—-4=-64.

tad ' x—4/=64.

Stad
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x=12lub x=-18.

Obliczamy wspotrzedne punktu B = (%,— %J .

Uwaga
Zdajacy moze bez wyznaczenia rownania prostej y=-—5x+4, tj. prostej prostopadlej do

32410
5

prostej o rownaniu y = 3x, na ktorej lezy punkt 4 =(-18,10), obliczy¢ odlegtos¢ d =

punktu A4=(-18,10) od prostej o rownaniu y =3x i zapisa¢ rownanie z jedna niewiadoma

\/ (x+18 )2 +(3x-1 0)2 = 32;_/5 , Zktorego wyznaczy pierwsza wspohzedng srodka odcinka 4B.
11 spos6b

Niech B =(x, y) bedzie koncem odcinka AB. Wtedy wspotrzedne srodka S tego odcinka sg

S:[—l8+x’10+yj.
2 2

Punkt ten lezy na symetralnej odcinka 4B, a wigc na prostej o rOwnaniu y =3x, wigc
10+y -3. —18+x

rowne

2 2 2
y+10=3x-54,
y=3x-64.

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu y =3x—64 1 przechodzaca przez punkt 4 ma
rownanie postaci: y = —%(x+18) +10.
Punkt B nalezy do tej prostej, wiec pozostaje rozwigza¢ uktad rownan y =3x— 64
iy= —%(x+ 18)+10. Stad otrzymujemy
3x—64=—1(x+18)+10,

3
0 x=es,
x, =083 _343 _102
51 5 5
Zatem druga wspolrzedna punktu B jest rowna y =3- %— 64 = —% ,czyli B= (%,—%) .

Uwaga

Roéwnanie y =3x— 64, ktore uzyskaliSmy w poczatkowym etapie rozwigzania to rOwnanie
prostej przechodzacej przez punkt B i rownolegtej do symetralnej odcinka 4B. Réwnanie tej
prostej mozemy tez otrzymacé, korzystajac ze wzoru na odleglo$¢ miedzy prostymi
rownolegtymi oraz odlegtos¢ punktu od proste;.

Punkt B lezy po przeciwnej stronie symetralnej odcinka 4B niz punkt 4, na prostej m
rownolegte] do tej symetralnej, przy czym odleglo$¢ prostej m od symetralnej jest rowna
odlegtosci punktu 4 od symetralnej. Prosta m ma wigc rOwnanie postaci y =3x+c. Poniewaz

odlegtos¢ miedzy prosta m 1 symetralng odcinka 4B jest rowna odlegtosci punktu 4 od
symetralnej odcinka AB, wigc otrzymujemy rownanie

e—0] B-(~18)-10]
NN

b
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Stad |c| =64, wigc ¢ =—64 lub c=64.
OtrzymaliSmy zatem dwie proste o réwnaniach y =3x—64 oraz y =3x+64. Drugie z tych
rownan jest rownaniem prostej przechodzacej przez punkt 4, gdyz 3-(-18)+64 =10, wiec

prosta m ma roOwnanie postaci y =3x—64.
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Zadanie 34. (0-5)

9. Stereometria. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach

1 ostrostupach kat migdzy odcinkami i ptaszczyznami (mi¢dzy
krawedziami i $cianami, przekatnymi i §cianami), oblicza miary
tych katoéw (9.2).

6. Trygonometria. Zdajacy wykorzystuje definicje i wyznacza
wartosci funkcji sinus, cosinus i tangens katéw o miarach od 0°
do 180° (6.1).

IV. Uzycie i1 tworzenie
strategii.

Schemat oceniania

R A VATV 2 1) T 1) 1)L Sp.

Zdajacy obliczy cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy: —.

Rozwigzanie prawie pelne 4 p.
Zdajacy
e obliczy dlugo$¢ krawedzi bocznej ostrostupa: b = 310
albo
e obliczy tga
1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy obliczy wysokos$¢ §ciany bocznej ostrostupa: 4, =9.

i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ....ccevvercrsercssnicssrnrcsssnscsssnessssssssssssssssssssassssnsses 2p.
Zdajacy zapisze rownanie pozwalajace obliczy¢ wysokos¢ Sciany bocznej, np.:
4-1.6-h,=108.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.
Zdajacy

e zapisze zalezno$¢ pomiedzy polem powierzchni bocznej a polem podstawy lub

pomigdzy polem $ciany bocznej a polem podstawy, np.: F, =3P,, P, = éP

) 4 P

albo

e zapisze dwaréwnania: P, =4P i P.=P, +F,,
albo

e obliczy pole powierzchni bocznej ostrostupa: B, =108,
albo

o 40|
e zapisze, Ze CoOsSa = |A—S°
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albo

e obliczy dlugos¢ przekatnej podstawy ostrostupa lub potowe jej dtugosci: |AC | =642
lub [40|=3V2.

Uwagi

1.

Jesli zdajacy popelni biledy rachunkowe Iub przy przepisywaniu (nie dotyczy
przepisywania wzorOw z zestawu wzoréw matematycznych), ktore nie przekreslaja
poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac
za cate rozwigzanie co najwyzej 4 punkty.

Jezeli jedynym bledem jest:

a) przyjecie niepoprawnej zaleznoSci migdzy polami S$cian ostrostupa: P, =4-P ,

p
P=4-P,

b) niepoprawne zastosowanie wzoru na pole trojkata lub niepoprawne wyznaczenie pola
kwadratu, lub niepoprawne wyznaczenie dlugosci przekatnej kwadratu,
lub niepoprawne zastosowanie definicji funkcji trygonometrycznej, ale niebedace
skutkiem ujawnionego btedu rachunkowego,

¢) niepoprawne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa,

d) zastosowanie niepoprawnego wzoru ,,/a+b = Ja++b ”,

e) przyjecie obliczonej wysokosci §ciany bocznej jako wysokosci ostrostupa, to zdajacy
moze otrzymac¢ co najwyzej 3 punkty za cate rozwigzanie, o ile nie popelnia innych
btedow i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca.

Jezeli zdajacy popelnia jeden btad, opisany w uwadze 2. a ponadto popeinia biedy

rachunkowe, ale poprawnie realizuje strategi¢ rozwigzania, to otrzymuje co najwyzej

2 punkty.

Jezeli zdajacy przyjmuje inne niz wymienione w uwadze 2a niepoprawne zaleznosci

mig¢dzy polami $cian ostrostupa, to otrzymuje co najwyzej 1 punkt.

Jezeli zdajacy poprawnie ustala zalezno$ci migdzy polami $cian ostrostupa, ale przy

obliczaniu wysoko$ci $ciany bocznej ostrostupa podstawi do wzoru niepoprawng wartos¢

za pole, to otrzymuje co najwyzej 3 punkty, o ile nie popeni innych btgdow

1 konsekwentnie rozwiaze zadanie do konca.

Jezeli zdajacy przyjmuje, bez stosownych komentarzy lub obliczen, dtugosci odcinkow

w ostrostupie, na przyktad zapisuje, ze wysoko$¢ ostrostupa jest réwna przekatnej

podstawy lub przyjmuje, ze wysokos¢ Sciany bocznej jest rowna 9, to moze otrzymac

za cale rozwigzanie jedynie punkty za inne czeg$ci rozwigzania, np.: za wyznaczenie
dhugosci przekatnej podstawy lub za wyznaczenie cosinusa kata.
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Przykladowe rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Ze wzoru na dtugo$¢ przekatnej kwadratu otrzymujemy
40|=1-6v2=312.
Pole podstawy ostrostupa jest rowne
P = 6> =36.
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest 4 razy wieksze od pola jego podstawy, wigc
P =4P =4-36=144.
Zatem pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne
B,=P—-P =3-36=108.
Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne
B =4-Pyg=4-5-6-h,=12-h,,
wiec
12-h, =108,
h,=9.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BES otrzymujemy
b*=3+h’=9+9"=9-10,

h=310.
40| _3v2 5

COS = —— =——==—.

|4S] 3J10 5

Z trojkata A0S otrzymujemy
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