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Zadania zamknig¢te

Punkt przyznaje si¢ za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

. i . i Poprawna
Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe
odp. (1 p.)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy zna definicje Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na I I
1 interpretowanie logarytm iloczynu, logarytm ilorazu
reprezentacji. 1 logarytm potegi o wyktadniku naturalnym A D
(1.h).
Zadanie 2. (0-1)
. 1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy oblicza potegi | wersia | Wersia
H_‘ Wykorzystame o wyktadnikach wymiernych oraz stosuje I ) I )
1 Interpretowanie prawa dziatan na potegach o wykladnikach
reprezentacyl. wymiernych i rzeczywistych (1.g). B C
Zadanie 3. (0-1)
1. Liczby rzeczywiste. Zdajacy stosuje pojecie | Y ersia | Wersja
II1. Modelowanie ) . ) I I
procentu i punktu procentowego
matematyczne. . -
w obliczeniach (1.d). B A
Zadanie 4. (0—1)
. . . . Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie 1 L1czby‘rzecz.yw1st‘e. Zdeg acy planuje ; I
. . .. | 1 wykonuje obliczenia na liczbach
i tworzenie informacji. .
rzeczywistych (1.a). D C
Zadanie 5. (0—1)
8. Geometria na plaszczyznie kartezjanskie;j. Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie Zdajacy interpretuje geometrycznie uktad I I
i tworzenie informacji. | dwdch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi (8.d). B A
Zadanie 6. (0—-1)
3. Rownania i nieréwnosci. Zdajacy Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie rozwigzuje proste rOwnania wymierne, I II
1 tworzenie informacji. | prowadzace do réwnan liniowych lub
kwadratowych (3.e). C A
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Zadanie 7. (0—1)

II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy wykorzystuje Wersja | Wersja
1 interpretowanie interpretacje wspotczynnikow we wzorze I 11
reprezentacji. funkcji liniowej (4.g). C B
Zadanie 8. (0—1)
I1. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy oq?zytuj ©z wykresu Wersja | Wersja
.. . funkcji: dziedzing i zbior warto$ci, miejsca I 11
1 interpretowanie . .
reprezentacii zerowe, maksymalne przedziaty, w ktorych
P g funkcja ro$nie, maleje, ma staty znak (4.b). C D
Zadanie 9. (0-1)
II. Wykorzystanie 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza warto$¢ Wersja | Wersja
1 interpretowanie najmniejsza i warto$¢ najwigkszg funkcji 1 n
reprezentacji. kwadratowej w przedziale domknigtym (4.k). D A
Zadanie 10. (0-1)
8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;. Wersja | Wersja
II. Wykorzystanie Zdajacy podaje rownanie prostej w postaci I N
1 interpretowanie Ax + By + C=01luby = ax + b, majac dane
reprezentacji. dwa jej punkty lub jeden punkt i wspotczynnik D B
a w rbwnaniu kierunkowym (8.b).
Zadanie 11. (0-1)
5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na Wersja | Wersja
o oddowanie | 79y e poctkonschwyro | 71| T
matematyczne. agu arylmetycznego 1 c1agu
geometrycznego, rowniez umieszczone A B
w kontekscie praktycznym (5.c).
Zadanie 12. (0-1)
5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na Wersja | Wersja
L. Modelowanie Zi-ty w;/ratillestuir;i Z %oicz?tkowych wyrazow I 11
matematyczne. st arytmetycznego 1 clagi,
geometrycznego, roOwniez umieszczone A C
w konteks$cie praktycznym (5.c).
Zadanie 13. (0—-1)
L. Wykorzystanic 6 Trygonome@a. Zdajacy znajac warto$¢ Wersja | Wersja
. . jednej z funkcji trygonometrycznych, I 11
1 Interpretowanie ,C ..
. wyznacza wartosci pozostatych funkcji tego
reprezentacjl. D A

samego kata ostrego (6.d).
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Zadanie 14. (0—1)°

7. Planimetria. Zdajacy korzysta ze zwiazkow | Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie | miedzy katem srodkowym, katem wpisanym I I
strategii. 1 katem miedzy styczng a cigciwg okregu
(7.a). A D
Zadanie 15. (0-1)
7. Planimetria. Zdajacy wykorzystuje Wersja | Wersja
I. Wykorzystanie wtlasnosci figur podobnych w zadaniach, I II
1 tworzenie informacji. | w tym umieszczonych w kontekscie
praktycznym (7.b). C B
Zadanie 16. (0-1)
7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki Wersja | Wersja
IV. Uzycie i tworzenie miarowe w ﬁgurach ptaskich, 't‘akz’e o I I
. z zastosowaniem trygonometrii, rowniez
strategil. . . L
w zadaniach umieszczonych w kontekscie A D
praktycznym (7.c).
Zadanie 17. (0-1)
1. Wykorzystanie 8. Gpometna na piaszczyz,l?lg kartezj ansk}erj. Wersja | Wersja
. . Zdajacy bada rownolegtos¢ i prostopadtose I 11
1 Interpretowanie .= , ,
reprezentacii prostych na podstawie ich réwnan
p - kierunkowych (8.c). D B
Zadanie 18. (0—-1)
1. Wykorzystanie 8. Gpometna na p%aszczyz,r}1§ kartezj ansk}ejj. Wersja | Wersja
. . Zdajacy bada rownoleglo$¢ 1 prostopadtos¢ 1 11
1 interpretowanie Lo ,
reprezentaci prostych na podstawie ich rownan
p It kierunkowych (8.c). B C
Zadanie 19. (0-1)
H.' Wykorzystame 4. Funkcje. Zdajacy wyznacza wzor funkcji Wersja | Wersja
1 interpretowanie S
. liniowej (4.1). I II
reprezentacjl.
Zadanie 20. (0—-1)
II. Wykorzystanie 8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskie;. Wersja | Wersja
1 interpretowanie Zdajacy oblicza odleglosci punktow na 1 -
reprezentacji. ptaszczyznie kartezjanskiej (8.e). C D
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Zadanie 21. (0-1)

. 9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki Wersja | Wersja
?i'n\tZYkrz(Z)}\:vS;?lIilée miarowe w wielo$cianach i brytach I 11
P . obrotowych z zastosowaniem trygonometrii
reprezentacyi. 9.b). B B
Zadanie 22. (0-1)
. 9. Stereometria. Zdajacy wyznacza zwigzki Wersja | Wersja
?i.n\tzyi(;;?\:;l?ele miarowe w wielo$cianach i brytach I I
P .. obrotowych z zastosowaniem trygonometrii
reprezentacjl. 9.b) D D
Zadanie 23. (0-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
. prawdopodobienstwa i kombinatoryka.
I1. Wykorzystanie . : : . I I
interpretowanie Zdajacy oblicza $rednig arytmetyczng, Srednig
o reg;n tacii wazong, mediane i odchylenie standardowe
p Jt- danych; interpretuje te parametry dla danych B C
empirycznych (10.a).
Zadanie 24. (0-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I I
III. Modelowanie Zdajacy zlicza obiekty w prostych sytuacjach
matematyczne. kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia
wzorow kombinatorycznych; stosuje zasade C D
mnozenia (10.b).
Zadanie 25. (0—-1)
10. Elementy statystyki opisowej. Teoria Wersja | Wersja
prawdopodobienstwa i kombinatoryka. I 11
. Zdajacy wykorzystuje wlasno$ci
gli tgﬁielcozzzme prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie
Y ' znane jako klasyczna definicja A B

prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (10.d).
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Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki
zadania.

Zadanie 26. (0-2)

I. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje rownania
1 tworzenie informacji. | wielomianowe metoda rozktadu na czynniki (3.d).

Schemat punktowania

Z.dajacy OLIZYIMUJE «ocuvviineiiinriineiiinreinetsatossssssssossssssssssssssssssssssssssssssssnsssnse 2p.
gdy wyznaczy wszystkie rozwigzania rownania: x =3 lub x=-3,lub x=5.

Z.daJacCy OLrZYMUJE «ocuuveriiinnrieiineierenssessssssosessssssssssossssssssssssosssssssssssssssnssons 1p.
gdy

e zapisze lewg strone réwnania w postaci iloczynu:
(x2 —9)(x—5) =0 lub (x—3)(x+3)(x-5)=0
albo
e podzieli wielomian x° —5x*> —9x+45 przez dwumian x—5, otrzyma iloraz x* -9,
albo
e podzieli wielomian x’—5x>-9x+45 przez dwumian x-3, otrzyma iloraz

x*-2x-15,
albo
e podzieli wiclomian x’—5x>—9x+45 przez dwumian x+3, otrzyma iloraz
2
x —8x+15

i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Uwaga
Jezeli zdajacy w trakcie doprowadzania lewej strony rownania do postaci iloczynu popelni
wigcej niz jedng usterke, to za cate rozwigzanie otrzymuje 0 punktow.

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Zapisujemy lewa stron¢ réwnania w postaci iloczynowej, stosujac metode grupowania

wyrazow

x*(x=5)=-9(x=5)=0 lub x(x*-9)-5(x*-9)=0
Stad (x2—9)(x—5)=0,czyli (x—3)(x+3)(x—5)=0.
Zatem x=3 lub x=-3, lub x=5.

1T sposob
Stwierdzamy, ze liczba 5 jest pierwiastkiem wielomianu x’ —5x>—9x+45. Dzielimy

wielomian przez dwumian x—35. Otrzymujemy iloraz x> —9. Zapisujemy réwnanie w postaci
(x2 —9)(x—5) =0.Stad (x—3)(x+3)(x—5)=0, czyli x=3 lub x=-3,lub x=5.

Uwaga
Zdajacy moze ustali¢, ze pierwiastkiem wielomianu jest:
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- liczba 3 i zapisa¢ rownanie w postaci (x —3) (x2 —2x —15) =0;

- liczba =3 i zapisa¢ rownanie w postaci (x+3) (x2 —8x+ 15) =0.
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Zadanie 27. (0-2)

II. Wykorzystanie 3. Réwnania i nierownosci. Zdajacy rozwigzuje rownania
1 interpretowanie 1 nieréwnosci kwadratowe; zapisuje rozwigzanie w postaci sumy
reprezentacji. przedziatow (3.a).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy:
e poda zbidr rozwigzah nierdownosci: (—oo, %) U(4,+00) lub xe (—oo, %) U(4,+e0), lub
x<%vx>4
albo
e poda zbiér rozwigzan nierownos$ci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedzialow
A A R
\ 9, 0, >
4 4
3
Z.dAaJACY OLrZYMUJE ..cueeeerrersssunrecsssssrrecsssssssosssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy:

e zrealizuje pierwszy etap rozwigzania i na tym zakonczy lub btednie zapisze zbidr
rozwigzan nieréwnosci, np.

o obliczy lub poda pierwiastki trojmianu kwadratowego x, :% oraz x, =4

1 na tym zakonczy lub blednie zapisze zbidr rozwigzan nierownosci;

o zaznaczy na wykresie miejsca zerowe funkcji f okre$lonej wzorem
f (x) =3x*—16x+16 i na tym zakonczy lub blednie zapisze zbior rozwiazan

nierdwnosci

e popelni blgdy przy wyznaczaniu pierwiastkow trojmianu  kwadratowego
3x*—=16x+16, ale otrzyma dwa rdézne pierwiastki tréjmianu kwadratowego
1 konsekwentnie do popetnionych btedéw wyznaczy zbidr rozwigzan nierdwnosci.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy wyznacza pierwiastki trojmianu kwadratowego w przypadku, gdy obliczony
wyréznik A jest ujemny, to otrzymuje 0 punktéw za cale rozwigzanie.

2. Jezeli zdajacy podaje pierwiastki bez zwigzku z trojmianem kwadratowym z zadania,
to oznacza, ze nie podjal realizacji 1. etapu rozwigzania i w konsekwencji otrzymuje
0 punktéw za cate rozwigzanie.

3. Akceptujemy zapisanie odpowiedzi w postaci: x < % 1x>4, x< % oraz x >4, itp.
4. Jezeli zdajacy poprawnie obliczy pierwiastki trojmianu x, =%, x, =4 1 blednie zapisze

odpowiedz, np. xe (—oo, —%) U (4, +e0), popetniajac tym samym blad przy przepisywaniu

jednego z pierwiastkow, to otrzymuje 2 punkty.
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Kryteria uwzgledniajgce specyficzne trudnos$ci w uczeniu si¢ matematyki

Jesli zdajacy pomyli porzadek liczb na osi liczbowej, np. zapisze zbior rozwigzan nier6wnosci

4

w postaci (—eo, 4) u(%, +oo) , (4e0,4)U (g’ —oo) , to przyznajemy 2 punkty.

Przykladowe rozwiazanie
Rozwigzanie nierdwnos$ci kwadratowej sklada si¢ z dwoch etapow.

Pierwszy etap to wyznaczenie pierwiastkow trojmianu kwadratowego: 3x* —16x+16.
Drugi etap to zapisanie zbioru rozwigzan nieréwnos$ci kwadratowej: 3x* —16x+16>0.
Pierwszy etap rozwigzania moze zosta¢ zrealizowany nastepujaco:

e obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego 3x* —16x+16

o obliczamy wyrdznik tego tréjmianu:
A=16-16—4-3-16=4-16=2>-47 istad x, =168 =% oraz x, =168 —4

6 3 6
albo
o stosujemy wzory Victe’a:
X, X, :% oraz x, +x, :%, stad x, =% oraz x, =4.

Drugi etap rozwigzania.

Podajemy zbior rozwigzan nierdwnosci: (—oo, %) U(4,+e0) lub xe (—oo, %) U (4, +00).
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Zadanie 28. (0-2)

V. Rozumowanie 2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy postuguje si¢ wzorami
i argumentacja. skréconego mnozenia: (a = b)?, (a £ b)*, a*>— b?, a® £ b (2.a).

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeerrrcrssnrrecsssnrecsssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy

albo

albo

albo

albo

albo

albo

zapisze nierd6wno$¢ w postaci, zawierajacej po jednej stronie 0, a po drugiej sume
wyrazen algebraicznych, bedacych wielokrotnosciami kwadratéw liczb lub
stanowigcych jedng stron¢ wzoru skrdoconego mnozenia, ktorego druga strona jest
kwadratem, np.:

2a° +a* —2ab+b>+2b* >0
zapisze oszacowanie 3a” —2ab+3b> > a* —2ab+b’,

obliczy wyr6znik trojmianu kwadratowego w zaleznosci od zmiennej a lub b,
wystepujacego po jednej stronie nierdéwnosci, gdy po drugiej stronie jest 0, i stwierdzi,
ze jest on niedodatni,

rozwaza dwa przypadki: w pierwszym stwierdza, ze gdy ab<0, to nierbwnos$¢ jest

. . .y L .a b_2
prawdziwa, a drugim doprowadza nierdowno$¢ do postaci 3 +—2 3
a

rozwaza dwa przypadki: w jednym dzieli stronami nieréwno$¢ przez b° lub przez a’,
a w drugim przyjmuje, ze a lub b jest réwne 0, oraz w przypadku, w ktorym dzieli
stronami nieréwnos$¢ 1 obliczy wyr6znik otrzymanego trojmianu kwadratowego,

zapisze, ze prawdziwa jest nierdwno$¢ 2a” +2b° >0 oraz zapisze, ze prawdziwa jest
nierowno$¢ (a—b) 20 1 przedstawi te¢ nierowno$¢ w postaci réwnowaznej

a’*—2ab+b>20 ,

. . r . . . r 7 2 2
wskaze, ze przeprowadza dowod nie wprost, zapisze nieréwno$¢ 3a” —2ab+3b" <0
oraz zapisze jeden z dwdch ponizszych komentarzy:

o nierdéwno$é (a—b) <0 jest nieprawdziwa;
.y yr 2 . . L rr 2 2 .
o nierowno$¢ (a—b) 20 jest prawdziwa oraz nieréwnos¢ 2a’+2b°<0 jest

nieprawdziwa

i na tym zakonczy lub dalej popeinia biedy.
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Uwagi

1.

Jezeli zdajacy sprawdza prawdziwo$¢ nierownosci jedynie dla wybranych wartosci a 1 b,
to otrzymuje 0 punktow za cale rozwigzanie.

. Jezeli zdajacy zakonczy rozumowanie, zapisujac nierowno$é¢ 2a’ +(a —b)2 +2b>>0 lub

1Y 8 . . . . . .
(a _§b) +§b2 = 0 inie przedstawi komentarza uzasadniajacego przyjmowanie wytacznie

nieujemnych wartosci przez wyrazenie zapisane po lewej stronie nierownosci, to otrzymuje
1 punkt.

. Jezeli zdajacy w IV sposobie rozwigzania pominie przypadek =0 lub a =0, to za cale

rozwigzanie moze otrzymac co najwyzej 1 punkt.

. Jezeli zdajacy w V sposobie rozwigzania pominie przypadek ab <0 | to za cate rozwigzanie

moze otrzymac co najwyzej 1 punkt, o ile wykaze prawdziwo$¢ nierowno$ci w przypadku
ab>0.

. Jezeli zdajacy po uzasadnieniu prawdziwosci nierdwno$ci a’—2ab+b”> >0 zapisze

nierdwno$é 3a’ —2ab+3b> >0 i na tym zakonczy, to za cale rozwiagzanie otrzymuje
1 punkt.

Przykladowe rozwiazania

I sposob
Przeksztalcamy réwnowaznie nierdwnos¢ i otrzymujemy kolejno:

3a® —2ab+3b> >0,
2a* +a*-2ab+b*+2b* 20,

2a* +(a—b) +2b* 20.

Lewa strona nieréwno$ci jest sumg trzech liczb nieujemnych: 2a°— jako wielokrotno$é

kwadratu liczby, (a —b)2 — jako kwadrat liczby, 2b* — jako wielokrotno$¢ kwadratu liczby.

Zatem z lewej strony nierdwnos$ci wystepuje wyrazenie przyjmujace warto$¢ nieujemna, czyli
nierownos$¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

Uwaga

Cale rozumowanie mozna zapisa¢ w postaci

3a® —2ab+3b* > a® —2ab+b* = (a—b)’ 20,

co jest prawda dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b.
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II sposéb
Przeksztalcamy rownowaznie nierdwnos$¢ i otrzymujemy kolejno:

3a*—2ab+3b> 20,

a’ —§ab+b2 >0,
2
(a—lbj —ébz +b* 20,

2
(a—%bj +§b2 >0.

2
Lewa strona nierdwnosci jest suma dwoch liczb nieujemnych: (a - %bj —jako kwadrat liczby,
8 5 . . iy :
§b — jako wielokrotno$¢ kwadratu liczby.
Zatem z lewej strony nierdwnos$ci wystepuje wyrazenie przyjmujace warto$¢ nieujemna, czyli
nierdwnos$¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

111 spos6b
Wyrazenie z lewej strony jest trojmianem kwadratowym dla zmiennej a, z parametrem b.

Obliczamy wyréznik tego trojmianu kwadratowego:
A=(-2b)" —4-3-3b* = 4b* —=36b> = —32b" .

Obliczony wyr6znik tréjmianu kwadratowego jest niedodatni dla dowolnej liczby rzeczywistej b.
Zatem trdjmian kwadratowy nie ma pierwiastkow lub ma jeden pierwiastek rzeczywisty. Przy
najwyzszej potgdze tréjmianu kwadratowego stoi liczba dodatnia 3, zatem lewa strona
nierownosci przyjmuje wartos¢ nieujemng dla dowolnej zmiennej rzeczywistej a. Oznacza to,
ze nierdéwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych rzeczywistych liczb a 1 b.

To konczy dowod.

Strona 12 z 31



IV sposob

Rozwazmy dwa przypadki.
1. b=0
2. b#0

W pierwszym przypadku otrzymujemy nierdwnos$é¢ 3a’ > 0, ktora jest prawdziwa dla dowolnej
liczby rzeczywistej a, bo wyrazenie po lewej stronie jest wielokrotnos$cig kwadratu liczby.

Zatem nieréwnos¢ 3a’ —2ab+3b* 20 jest prawdziwa w przypadku, gdy b=0.

W drugim przypadku mozemy podzieli¢ obie strony nieréwnosci 3a” —2ab+3b*> > 0 przez b*.

a

2
a
- >
bj 2b+3_0

Otrzymujemy nier6wnosc: 3[

Obliczamy wyr6znik trojmianu kwadratowego zmiennej x, gdzie x = % , Wystepujacego

z lewej strony nier6wnosci:
A=(-2)"-4-3-3=4-36=-32.

Obliczony wyr6znik trojmianu kwadratowego jest ujemny, zatem trojmian kwadratowy nie ma
pierwiastkow rzeczywistych. Przy najwyzszej potedze tréjmianu kwadratowego stoi liczba
dodatnia 3, zatem lewa strona nierownos$ci przyjmuje zawsze warto$¢ dodatnig. Oznacza to, ze
nierownos$¢ jest prawdziwa dla dowolnej liczby a 1 dowolnej liczby b r6znej od zera.

Z rozwazonych dwoch przypadkow wynika, Ze nierdwnos¢ jest prawdziwa dla dowolnych
rzeczywistych liczb a i b.

To konczy dowod.

V sposéb (przypadki ze wzgledu na znak ab).

Rozwazmy dwa przypadki.

1. Gdy ab<0 . Wtedy nierdéwnos¢ 3a” —2ab+3b”> >0 jest prawdziwa, gdyz po jej lewej
stronie jest suma trzech nieujemnych sktadnikéw 3a* , —2ab , 3b° .

2. Gdy ab>0 . Wtedy nieréwno$¢ zapisujemy w postaci rownowaznej 3a’ +3b” > 2ab .

Obie strony tej nierownos$ci mozemy wtedy podzieli¢ przez dodatnig liczbe 3ab, otrzymujac
nierownos¢

\V
W | N

SR
Q|

Z twierdzenia o sumie liczby dodatniej i jej odwrotno$ci wynika, ze %+ —22> 3
a

To konczy dowod.

VI sposob (dowdd nie wprost)
Zatdézmy, nie wprost, ze dla pewnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nier6wnos$¢
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3a® —=2ab+3b* <0 .

Poniewaz 2a’ +2b”> >0 , wiec nieréwno$¢ ta bytaby prawdziwa tylko wtedy, gdyby

a®>=2ab+b* <0, czyli (a—b)’ <0, co jest nieprawda.

Otrzymana sprzeczno$¢ oznacza, ze nierdwno$é¢ 3a° —2ab +3b> <0 jest falszywa.

Prawdziwa zatem jest nierdwno$¢ 3a” —2ab+3b> > 0.
To konczy dowod.

VII sposob
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwe sg nierownosci

(a=b)" 20 oraz 2a*+2b* >0,
czyli
a’ —2ab+b*> >0 oraz 2a* +2b* 20.

Dodajac te nierdéwnosci stronami, co mozemy zrobi¢, gdyz nierownosci sg tak samo
skierowane, otrzymujemy
a’*—2ab+b* +2a*+2b> 20,
czyli
3a® —2ab+3b> 20.
To konczy dowod.
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Zadanie 29. (0-2)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach
ptaskich, takze z zastosowaniem trygonometrii, rowniez
w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym (7.c).

V. Rozumowanie
1 argumentacja.

Schemat oceniania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy przeprowadzi pelne rozumowanie.

Z.dAaJACY OLIZYIMUJE ..cueeeericrsssnrrecsssnrresssssssecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1p.
gdy wykorzysta réwnos¢ katow przy podstawie w trojkatach rownoramiennych BCS 1 ABS
oraz

e zapisze zalezno$¢ migdzy katami o 1 ABS, np.: |<):ABS | = |<):BAS | =2a
albo

e zapisze zalezno$¢ migdzy katami o, DSA4 oraz dowolnym katem trojkata ABS
w postaci uktadu dwoch rownan z trzema niewiadomymi, np.: o+ y+ S =180°

i f=180°-4«
i na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.

Uwagi

1. szwiqzanie uznajemy za pelne, jezeli z zapisow zdajacego wynikaja kolejne kroki
rozumowania.

2. Jezeli zdajacy zaznaczy na rysunku zalezno$ci migdzy katami, ale nie opatrzy rozwigzania
stosownym wyjasnieniem, to moze otrzyma¢ co najwyzej 1 punkt. Tego typu sytuacje
ilustruja ponizsze rysunki.
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3. Jezeli zdajacy zaznaczy na rysunku katy trojkatéw BCS, ABS i kat ASD i na tym
poprzestanie, to otrzymuje 0 punktéow. T¢ sytuacje ilustruje ponizszy rysunek.

R

A B c

4. Jezeli zdajacy przyjmuje konkretne miary katodw, to otrzymuje 0 punktow.

Przykladowe rozwiazanie

, wiec |<):BSC|=|<):BCS|. Zatem
|<):BCS| =|<):ACS| =o. Wynika stad, ze |<):CBS| =180°-2a, a wiec |<):ABS| =20 . Poniewaz
, wiee [«BAS|=2a.

Z zatozenia trojkat CSB jest rownoramienny i |BS | = |BC

trojkat ABS jest rownoramienny i |AS | = |BS
Zatem |<ASB| =180°—4a.
Zauwazmy, ze

|«cASD|+|<4SB|+|«BSC| =180°.
Otrzymujemy zatem réwnanie

|«ASD|+180° — 4o+ =180°,
skad wynika, ze
|«ASD| =3a.

To konczy dowod.
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Zadanie 30. (0-2)

10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa

1 kombinatoryka. Zdajacy wykorzystuje wlasnosci
prawdopodobienstwa i stosuje twierdzenie znane jako klasyczna
definicja prawdopodobienstwa do obliczania
prawdopodobienstw zdarzen (10.d).

II1. Modelowanie
matematyczne.

Schemat punktowania

Zdajacy otrzymuje 2p.
gdy obliczy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A4) = 225 .
Zdajacy otrzymuje 1p.

gdy
e obliczy liczbe wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych: |Q| =5 =25
albo
e obliczy (zaznaczy poprawnie w tabeli) liczbe¢ zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A4 : |A| =9 1 nie wskazuje przy tym niepoprawnych zdarzen elementarnych

sprzyjajacych zdarzeniu 4,
albo
e zapisze przy stosowaniu drzewa probabilistycznego na dwoéch etapach
prawdopodobienstwa potrzebne do wyznaczenia koncowego wyniku oraz wskaze
wszystkie sytuacje sprzyjajace rozwazanemu zdarzeniu,
albo
e wypisze wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A4 lub wypisze
wszystkie zdarzenia elementarne
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy popeni blad przy wypisywaniu par i wypisze o jedng za mato lub o jedng za
duzo, ale nie wypisze zadnej niewtasciwej 1 konsekwentnie do popetnionego btgdu obliczy
prawdopodobienstwo, to otrzymuje 1 punkt.

2. Jesli zdajacy rozwiaze zadanie do konca i otrzyma P(A4)>1 lub P(A)<0, to otrzymuje
za cale rozwigzanie 0 punktéow, o ile koncowy wynik nie jest skutkiem btedu
w dziataniach na ulamkach.

3. Jezeli zdajacy stosuje drzewo probabilistyczne, w ktorym przynajmniej pie¢ gatezi
odpowiada sytuacjom sprzyjajacym rozwazanemu zdarzeniu, i zdajacy pominie jedng
z takich gatezi, to moze otrzymac 1 punkt, jesli doprowadzi rozumowanie do konca.

4. Jezeli zdajacy zapisze tylko: P(A4) = % , to otrzymuje 1 punkt.

5. Jezeli zdajacy zapisze tylko: |A| =9, Q| =25,P(A) = %, to otrzymuje 2 punkty.

W | W

6. Jezeli zdajacy zapisze prawdopodobienstwo P(4) = % , to otrzymuje 2 punkty.
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Przykladowe rozwiazania

I sposéb (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)
Zdarzeniami elementarnymi w przestrzeni Q sa wszystkie pary liczb (a, b) , gdzie a,be {1,2,3,4, 5} .

Jest to model klasyczny. Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =5-5=125.

Obliczamy liczb¢ zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A4 polegajacym
na otrzymaniu liczb, ktérych iloczyn jest liczba nieparzysta, np. wypisujac je 1 zliczajac:

A={(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3).(3,5).(5.1),(5,3).(5,5)].
Liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu 4 jest wigec réwna 9.
9

Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest rtowne: P(4)= %5

II sposéb (metoda tabeli)
Wszystkie zdarzenia elementarne mozemy

(1,1) (L2) (1,3) (L4) (1,5) przedstawi¢ w postaci kwadratowej tablicy.
(21) (22) (23) (24) (29)

(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) albo

(1) (42) (43) (44) (49) I 1x] T
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

nlh|wio|—
>
>
>

Stad |Q|=5-5=25

Jest to model klasyczny.

Zdarzeniami elementarnymi sprzyjajacymi zdarzeniu A sg pary liczb, ktorych iloczyn jest
liczba nieparzysta. Sa to wszystkie pary liczb wyrdznione w pierwszej tablicy lub zaznaczone
w drugiej.

Jestich 9. Zatem P(A) :i.

25
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III sposéb (metoda drzewka)
Przedstawiamy model graficzny doswiadczenia.
P — oznacza liczbe parzysta, N — nieparzysta.

W | W

2
5

| N

| W
RS
| W

P N P N

Iloczyn dwoéch liczb naturalnych jest nieparzysty, jesli obie liczby s3a nieparzyste.
W rozwazanym doswiadczeniu, by zaszlo interesujace nas zdarzenie, musimy wylosowaé dwie
liczby nieparzyste. Do wyznaczenia poszukiwanego prawdopodobienstwa wystarczy zatem
wymnozy¢ liczby z gatezi narysowanego drzewa, odpowiadajace sytuacji: N-N.

Czyli P(A):3 2
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Zadanie 31. (0-2)

7. Planimetria. Zdajacy znajduje zwigzki miarowe w figurach
ptaskich, takze z zastosowaniem trygonometrii, rOwniez
w zadaniach umieszczonych w kontekscie praktycznym. (7.c).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

Z.dAJACY OLTZYINUJE ..cueverrrrurrcsrariossaresssanessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnases 2p.
gdy obliczy dtugos¢ przekatnej BD trapezu: |BD| =68 =217 .

Zdajacy otrzymuje 1p.
gdy zapisze wysoko$¢ trapezu: |AD| =21 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Uwagi

1. Jezeli zdajacy przy wyznaczaniu wysokosci trapezu popelni btad polegajacy na
niepoprawnym zastosowaniu definicji funkcji trygonometrycznej lub niewlasciwym
zinterpretowaniu zalezno$ci miedzy dlugosciami bokow w trojkacie ,,30°, 60°, 90°”,
lub zastosowaniu niewlasciwego wzoru z sinusem kata na pole trojkata, to otrzymuje
0 punktéw za cale rozwigzanie.

2. Jesli zdajacy przedstawi poprawny sposob obliczenia wysokoSci trapezu, popelni btad przy
wyznaczaniu tej wysokosci, ale otrzyma jako wysokos¢ trapezu liczbg dodatnig, to moze
otrzymac¢ 1 punkt, za konsekwentne wyznaczenie dtugosci przekatnej BD.

Przykladowe rozwiazanie
Poniewaz |<):ACD| =30°, wigc trojkat ACD jest potowa trojkata rownobocznego. Zatem
1 1.4
|4D|=%-|4C|=5-4=2.
Trojkat ABD jest prostokatny, wiec mozemy wykorzysta¢ zalezno$¢ z twierdzenia Pitagorasa
BD[ =|4D| +|4B[ .

Stad otrzymujemy

IBD[ =27 +8" =68.
Zatem

|BD|=/68 =217 .
Uwaga

Wysokos¢ |AD| trapezu mozna wyznaczy¢ takze innymi metodami.

1. Z pola trojkata ABC, wyznaczonego na dwa sposoby, np.: % 8-4-s5in30° = % 8- |AD| .

40

2. Z funkcji trygonometrycznej kata w trojkacie ACD, np.: w =sin30°.

Strona 20 z 31



Zadanie 32. (0-4)

5. Ciagi liczbowe. Zdajacy stosuje wzory na n-ty wyraz i sume n
II1. Modelowanie poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego i ciggu
matematyczne. geometrycznego, rowniez umieszczone w kontekscie
praktycznym (5.c).

Schemat punktowania

ROZWIQZanie Pelne .......uueiiiiiiueiiiiivnniiniisniicnsssnnicssssnnnicsssssecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasss 4 p.
Zdajacy obliczy k: k=27.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy zapisze roOwnanie z jedng niewiadomg k, ktére wynika ze wzoru na k-ty wyraz ciagu
arytmetycznego: 26+ (k—1)-(—4)=-78

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSLEP ...cccevverersercssrnicssanissssnsssssnessssnssssssssssssssssassssnases 2p.
Zdajacy obliczy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego: a, =26 1 na tym zakonczy lub

w dalszej czeSci rozwigzania stosuje niepoprawny wzOr na wyraz aj, .

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze
do pelnego rozwiazania 1p.
Zdajacy

a,+a,ta,+a,+as+ag

6

e zapisze rOGwnanie =16

albo
e wykorzysta wzor na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego i zapisze wszystkie wyrazy:
a,, a,, a,, as, a,, wzaleznosciod a, irnp.: a,=a,+r, a,=a,+2r, a,=a,+3r,

a;=a,+4r, a,=a, +5r,

albo
e zapisze,ze S, =6-16,
albo
e zastosuje wzOr na sume szesciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
. C . 2a,+5
1 wyznaczy S, w zaleznosciod a, ir: S, = a12 .6

1 na tym zakonczy lub dalej popelni btedy.
Uwagi

1. Jezeli zdajacy realizuje strategi¢ rozwigzania i popetnia jedynie btedy rachunkowe,
to moze otrzymac 3 punkty, o ile popetnione biedy nie utatwiajg rozwazanego zagadnienia
na zadnym etapie rozwigzania, a uzyskana liczba k jest catkowita dodatnia.

2. Jezeli zdajacy popeinia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej i poprawnie stosuje
WzOr na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cale
rozwigzanie.

3. Jezeli zdajacy popelnia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej i poprawnie stosuje
wzOr na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, to moze otrzymaé
co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.
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10.

11.
12.

13.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje $rednig arytmetyczng i popetnia btad we wzorze na

n-ty wyraz ciggu arytmetycznego, to moze otrzymaé co najwyzej 2 punkty za cate

rozwigzanie.

Jezeli zdajacy poprawnie interpretuje Srednig arytmetyczng i popeinia btad we wzorze na

sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, to moze otrzymaé co najwyzej

2 punkty za cale rozwigzanie.

Jezeli zdajacy popelnia btad w interpretacji $redniej arytmetycznej i popelnia btad we

wzorze na sume¢ n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, to moze otrzymac

co najwyzej 1 punkt za cale rozwigzanie.

Jezeli zdajacy poprawnie obliczy a, =26, a nastepnie zapisze k=27, to otrzymuje

4 punkty.

Jezeli zdajacy stosuje metode prob i btedow, sprawdzajac, czy otrzymany cigg spetnia

warunki zadania (suma sze$ciu poczatkowych wyrazow jest rowna 96 lub ich $rednia

arytmetyczna jest rOwna 16) 1 zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze

a, =26 i k=27, to otrzymuje 4 punkty.

Jezeli zdajacy stosuje metode prob i1 btedow, sprawdzajac, czy otrzymany ciag spetnia

warunki zadania (suma sze$ciu poczatkowych wyrazow jest rowna 96 lub ich $rednia

arytmetyczna jest rowna 16) 1 zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze

a, =26 albo k=27, to otrzymuje 2 punkty.

Jezeli zdajacy od razu zapisze poprawny ciag: 26, 22, 18, 14, 10, 6 oraz zapisze k =27,

ale z zapisOw zdajacego nie mozna wywnioskowaé, ze dokonuje sprawdzenia,

czy podany ciagg spetnia warunki zadania, to otrzymuje 1 punkt.

Jezeli zdajacy jedynie zapisze a, =26 i k=27, to otrzymuje 0 punktow.

Jezeli zdajacy poprawnie obliczy a,, a w drugiej czeSci rozwigzania zapisze roOwnanie

z niewiadomg k 1 popelni jeden blad polegajacy na wpisaniu: zamiast liczby —78 liczby 78

albo zamiast liczby —4 liczby 4, albo zamiast liczby 26 liczby —26, to moze otrzymac

1 punkt za drugi etap.

Jezeli zdajacy nie zapisuje, ze korzysta z sumy szesciu poczatkowych wyrazow ciagu,
. . . . ,.a;ta o,

a rozpoczyna rozwigzanie od zapisania zaleznosci % =16 bez stosownych objasnien,

to moze otrzymac co najwyzej 3 punkty.
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Przykladowe rozwigzanie
Z tresci zadania otrzymujemy
a,+a,+a,+a,+a,+a,

p =16,
a+a, +(-4)+a +2-(-4)+a,+3-(—4)+a,+4-(-4)+a,+5-(—4) 16
6 b
6a1—60:16’
6
a,=26.

W celu obliczenia liczby & stosujemy wzor na wyraz a; 1 otrzymujemy:
26+(k—1)-(-4)=-78,astad k=27.
Odpowiedz: a, =26, k=27.
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Zadanie 33. (0-4)

8. Geometria na ptaszczyznie kartezjanskiej. Zdajacy podaje
réwnanie proste] w postaci Ax + By + C=01luby =ax + b,
majac dane dwa jej punkty lub jeden punkt i wspotczynnik a
w réwnaniu kierunkowym (8.b). Zdajacy interpretuje
geometrycznie uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi (8.d). Zdajacy wyznacza wspotrzedne srodka
odcinka (8.1).

IV. Uzycie i tworzenie
strategii.

Schemat punktowania

ROZWIGZaNie PEIE .....uuuiiivviiiiiiiiiiiiiiiniiiinnniinsnticssnnicsssnissssesssssnessssnesssssssssssssssssssssssssssnes 4 p.
Zdajacy obliczy i1 zapisze wspoOtrzedne szukanego punktu B :

po(12.-1)
5 5

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy:
e zapisze obie rownosci pozwalajace obliczy¢ wspdtrzedne szukanego punktu B, np.
—18+x, 6 ; 10+y, 18

2 5 2 5
albo
e zapisze rOwnanie z jedng niewiadoma, pozwalajace obliczy¢ wspdirzedna
szukanego punktu B, np.
Bx+1-4| 32410

J10 5

Iub
3(12-3y)-y| 32410
J10 -5
Iub

3x—64=—1(x+18)+10
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

1 na tym zakonczy lub dalej popeni btedy.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStotny POSEEP ....cccveeervercssrercssnrcssanisssnsscssssssssnssssnsssssnsssnnns 2p.
Zdajacy:
e wyznaczy rownanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x

i przechodzacej przez punkt 4=(-18,10)
y=—1x+4
oraz obliczy odleglo$¢ d punktu A =(—-18,10) od prostej o rownaniu y =3x

32410

5

d

albo

e obliczy wspotrzedne srodka odcinka AB: x = g 1y= ? ,
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albo
e wyznaczy roéwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x
i przechodzacej przez punkt 4=(-18,10)
y=—1x+4
oraz wyznaczy roéwnanie prostej przechodzacej przez punkt B i rGwnolegtej do
symetralnej odcinka AB: y =3x—64
1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Rozwigzanie, w ktérym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
calkowitego rozwigzania zadania............ceeeeecsceicssnnccssnnncssnnecsssnccsnnens 1p.
Zdajacy:

e wyznaczy roéwnanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x

i przechodzacej przez punkt 4=(-18,10)

y=—1x+4
albo
e obliczy odlegtos¢ d punktu 4= (—18,10) od prostej o rOwnaniu y =3x
32410
d= ,
5
albo
e wyznaczy odleglo$¢ punktu 4 od punktu nalezacego do symetralnej odcinka AB
w zalezno$ci od jednej zmiennej, np.: \/(x +18)2 +(3x - 10)2 ,
albo
e wyznaczy wspoOtrzedne srodka S odcinka AB w zaleznosci od wspotrzednych konca
B odcinka 4B: S = (_182+x8 ,10%),
albo
e wyznaczy roOwnanie prostej przechodzacej przez punkt B i réwnolegtej do
symetralnej odcinka AB: y =3x—64
Uwagi

1. Jesli zdajacy popeini btedy rachunkowe, ktore nie przekreslaja poprawnosci rozumowania
1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymaé za cale rozwigzanie
co najwyzej 3 punkty.

2. Jezeli jedynym btedem jest:

a) blad przy ustalaniu wspodtczynnika kierunkowego prostej 4B, to zdajacy moze otrzymac
co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

b) btad przy wyznaczaniu b, polegajacy na zamianie miejscami wspotrzednych punktu A4,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

c) blad polegajacy na zamianie miejscami wspolrzgdnych przy wyznaczaniu $rodka S,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;

d) btad polegajacy na btednym podstawieniu do wzoru na odleglo$¢ punktu od proste;j,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie;
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e) blad polegajacy na zastosowaniu niepoprawnego wzoru ,,~/a+b = Ja++/b ”, to zdajacy
moze otrzymacé co najwyzej 2 punkty za cate rozwigzanie.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb
Wyznaczamy rownanie prostej prostopadtej do prostej o rownaniu y =3x 1 przechodzace;j

przez punkt A:
y=—1x+b.

Punkt 4 nalezy do prostej y=—1x+b, wigc 10=—1(-18)+b.Stad b=4.
Obliczamy wspotrzedne punktu S przecigcia prostej y =3x 1 prostej AB:

y=3x
y=—1x+4

Wtedy 3x=—3x+4.
Zatem

5 5
Poniewaz punkt S jest Srodkiem odcinka 4B, wigc

6 . 18 . 6 18
x=—1y=—,czyli S=|—,—|.
y=i eyl 5[ 3.5

~18+x, _6 i 10+y, 18
2 5 2 '
102 102 14)

Stqd Xp :? i b7 :_%7 CZyli B:(?,—? .

1T sposéb (,,odlegtosé punktu od proste;j™)
Roéwnanie prostej prostopadtej do danej prostej 1 przechodzacej przez punkt A ma postac:
y=—3x+b.
Wtedy 10= —%(—18) +b, stad b=4. Zatem rownanie prostej 4B ma posta¢: y=—1x+4.
Punkt B nalezy do tej prostej, wiec
B=(x,—1x+4).
Obliczamy odlegtos¢ punktu 4 od prostej o rownaniu y =3x:
3-(-18)—1-10| _ 32410
Jyio s

Poniewaz prosta o réwnaniu y =3x jest symetralng odcinka 4B, wigc odlegtos¢ punktu

32410

5

B= (x,—§x+ 4) od prostej o rOwnaniu y =3x jest takze réwna

Zatem otrzymujemy rOwnanie:
px+y-4_32410
5 9

Jio

Réwnanie to jest rtOwnowazne alternatywie rownan
Lx—4=64 lub Lx—-4=-064.

tad |2 x—4|=64.

Stad
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x=1%1lub x=-18.
Obliczamy wspotrzedne punktu B = (%,— %) .
Uwaga
Zdajacy moze bez wyznaczenia rownania prostej y =—1x+4, tj. prostej prostopadlej do

32410
5

prostej o rownaniu y =3x, na ktorej lezy punkt 4 =(-18,10), obliczy¢ odleglos¢ d =

punktu A4 =(—18,10) od prostej o rownaniu y =3x 1 zapisa¢ roOwnanie z jedng niewiadomg

32410

5

\/ (x+1 8)2 +(3x-1 0)2 = , z ktdrego wyznaczy pierwszg wspotrzedng srodka odcinka A4B.

11 sposéb
Niech B = (x, y) bedzie koncem odcinka AB. Wtedy wspotrzedne §rodka S tego odcinka sa

S:(—18+x710+yj.
2 2

Punkt ten lezy na symetralnej odcinka 4B, a wigc na prostej o rownaniu y =3x, wiec
10+y _ 5 =18+

rowne

2 2 2
y+10=3x-54,
y=3x—-64.

Prosta prostopadta do prostej o rownaniu 1 przechodzaca przez punkt 4 ma rownanie postaci
y=—L(x+18)+10.
Punkt B nalezy do tej prostej, wiec pozostaje rozwigzac uktad rownan y =3x—64

iy= —%(x+18)+10. Stad otrzymujemy
3x—64=—1(x+18)+10,

3
Wx=es,
o =683 _343 102
51 5 5
Zatem druga wspotrzedna punktu B jest rowna y =3 -%— 64 = —% ,czyli B= (%, —%) .

Uwaga

Roéwnanie y =3x—64, ktére uzyskaliSmy w poczatkowym etapie rozwigzania to rOwnanie
prostej przechodzacej przez punkt B i rownolegtej do symetralnej odcinka 4B. Réwnanie tej
prostej mozemy tez otrzymacé, korzystajac ze wzoru na odleglo$¢ miedzy prostymi
rownoleglymi oraz odlegtos¢ punktu od proste;.

Punkt B lezy po przeciwnej stronie symetralnej odcinka 4B niz punkt A4, na prostej m
rownoleglej do tej symetralnej, przy czym odlegtos$¢ prostej m od symetralnej jest rowna
odlegtosci punktu 4 od symetralnej. Prosta m ma wiec rownanie postaci y =3x+c. Poniewaz
odlegto$¢ migdzy prosta m i symetralng odcinka AB jest rowna odleglosci punktu 4 od
symetralnej odcinka 4B, wigc otrzymujemy rownanie

[e—0| _[3-(~18)-10]

V10 Jio
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Stad |c|=64, wigcc=—64 lub c=64.
OtrzymaliSmy zatem dwie proste o rownaniach y =3x—64 oraz y =3x+ 64 . Drugie z tych
réwnan jest rownaniem prostej przechodzacej przez punkt 4, gdyz 3-(-18)+64 =10, wigc

prosta m ma roOwnanie postaci y =3x—64.
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Zadanie 34. (0-5)

9. Stereometria. Zdajacy wskazuje i oblicza katy migedzy
Scianami wielo$cianu, miedzy $cianami i odcinkami oraz miedzy
odcinkami takimi jak krawedzie, przekatne, wysokosci (9.a).
Zdajacy wyznacza zwiazki miarowe w wieloscianach 1 brylach
obrotowych z zastosowaniem trygonometrii (9.b).

IV. Uzycie 1 tworzenie
strategii.

Schemat oceniania

RO A VATV 2 1) T 1T 1L Sp.

Zdajacy obliczy cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy: —.

Rozwigzanie prawie pelne 4 p.
Zdajacy
e obliczy dlugos$¢ krawedzi bocznej ostrostupa: b = 3410
albo
e obliczy tgor
1 na tym zakonczy lub dalej popeini bedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3p.
Zdajacy obliczy wysoko$¢ $ciany bocznej ostrostupa: 4, =9.

1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEEP ...ccccvvererseressnicssanicsssnsssssnessssssssssssssssnssssassssnases 2p.
Zdajacy zapisze rownanie pozwalajace obliczy¢ wysokos$¢ Sciany bocznej, np.:
4-1.6-h,=108.

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1p.
Zdajacy
e zapisze zaleznos¢ pomiedzy polem powierzchni bocznej a polem podstawy ostrostupa
lub pomigdzy polem Sciany bocznej a polem podstawy ostrostupa, np.: B, =3P,

3
=55

albo

e zapisze dwaréwnania: P, =4P 1 P, =P, +P,,
albo

e obliczy pole powierzchni bocznej ostrostupa: B, =108,
albo

o 40
e zapisze, Ze coso = |A_S ,
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albo

e obliczy dlugo$¢ przekatnej podstawy ostrostupa lub potowe jej dtugosci: |AC | =642
lub [40|=3V2.

Uwagi

1.

Jesli zdajacy popelni biledy rachunkowe Iub przy przepisywaniu (nie dotyczy

przepisywania wzordw z zestawu wzorOw matematycznych), ktore nie przekreslaja

poprawnosci rozumowania i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to moze otrzymac

za cale rozwigzanie co najwyzej 4 punkty.

Jezeli jedynym bledem jest:

a) przyjecie niepoprawnej zaleznosci migdzy polami Scian ostrostupa: B, =4-P ,
P=4-P,

b) niepoprawne zastosowanie wzoru na pole trojkata lub niepoprawne wyznaczenie pola
kwadratu, lub niepoprawne wyznaczenie dtugosci przekatnej kwadratu, lub
niepoprawne zastosowanie definicji funkcji trygonometrycznej, ale niebegdace

skutkiem ujawnionego btedu rachunkowego,
c) niepoprawne zastosowanie twierdzenia Pitagorasa,

d) zastosowanie niepoprawnego wzoru ,,na+b = Ja ++/b ”,
e) przyjecie obliczonej wysokos$ci $ciany bocznej jako wysokosci ostrostupa,
to zdajacy moze otrzymac co najwyzej 3 punkty za cate rozwiazanie, o ile nie popetnia
innych bledow i1 konsekwentnie rozwigze zadanie do konca.
Jezeli zdajacy popelnia jeden btad, opisany w uwadze 2. a ponadto popeinia bigdy
rachunkowe, ale poprawnie realizuje strategi¢ rozwigzania, to otrzymuje co najwyzej
2 punkty.
Jezeli zdajacy przyjmuje inne niz wymienione w uwadze 2a niepoprawne zaleznosSci
mi¢dzy polami $cian ostrostupa, to otrzymuje co najwyzej 1 pkt.
Jezeli zdajacy poprawnie ustala zaleznos$ci miedzy polami $cian ostrostupa, ale przy
obliczaniu wysokosci $ciany bocznej ostrostupa podstawi do wzoru niepoprawng wartos¢
za pole, to otrzymuje co najwyzej 3 pkt, o ile nie popetni innych bledow i konsekwentnie
rozwigze zadanie do konca.
Jezeli zdajacy przyjmuje, bez stosownych komentarzy lub obliczen, dlugosci odcinkow
w ostrostupie, na przyktad zapisuje, ze wysokos$¢ ostrostupa jest réwna przekatnej
podstawy lub przyjmuje, ze wysokos$¢ §ciany bocznej jest rbwna 9, to moze otrzymac za
cale rozwigzanie jedynie punkty za inne czg¢sci rozwigzania, np.: za wyznaczenie dtugosci
przekatnej podstawy lub za wyznaczenie cosinusa kata.
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Przykladowe rozwigzanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Ze wzoru na dtugo$¢ przekatnej kwadratu otrzymujemy
[40|=1 62 =32
Pole podstawy ostrostupa jest rowne
P = 6> =36.
Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest 4 razy wieksze od pola jego podstawy, wigc
P, =4P =4-36=144.
Zatem pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne
B,=P -P =3-36=108.
Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest rowne
P =4 Pyg=4-5-6-h,=12-,,
wiec
12-h, =108,
h,=9.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BES otrzymujemy
b*=3*+h>=9+9"=9-10,

b=3410.
40| 32 5

cosax=T——= —.

48] 310 5

Z trojkata AOS otrzymujemy
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